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Apresentacao

A Semana Académica da Matemaética é o evento de extensao mais tradicional promovido
pelo Curso de Matematica da UNIOESTE, campus de Cascavel. Tal evento tem periodicidade

anual e em 2017 estd na sua XXXI edigao.

Na programacao da XXXI Semana Académica de Matematica figuram palestras, mi-
nicursos e comunicagoes orais. As comunicagoes orais resultam da inscricdo dos participantes
na modalidade de apresentadores de trabalhos que, em geral, sao resultados das pesquisas de
Iniciacao Cientifica, das Monografias de conclusao de curso, de reflexdes sobres os estdgios obri-

gatérios e de trabalhos em disciplinas desenvolvidos por alunos do curso de Matematica.

Nesta edicao da Semana Académica de Matemdtica foram inscritos e apresentados 33
trabalhos. A apresentacao destes no evento tem o objetivo de compartilhar com os colegas
os conhecimentos adquiridos e o registro nestes anais servird para que futuros alunos e outros

interessados possam também fazer uso deste conhecimento.

A comissdo organizadora agradece aos autores pelo envio dos trabalhos e também &
comissao cientifica pelas contribuicoes prestadas durante o processo de avaliagdo e correcao dos
trabalhos.

A comissao organizadora.

Cascavel, Setembro de 2017.
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O teorema Egregium

Alexandre Batista de Souza
Universidade Estadual do Oeste do Parana
aledaron@gmail.com

Flavio Roberto Dias Silva
Universidade Estadual do Oeste do Parana
frdsilva@yahoo.com.br

Resumo: Este trabalho visa percorrer o caminho da teoria de curvas e
superficies, e apresentar o teorema de Egregium, para superficies regula-
res em R3. Especificamente queremos caracterizar um invariante geométrico
intrinseco - a curvatura gaussiana - que nao depende fundamentalmente do
espaco em que estd inserido, mas apenas de conceitos métricos definidos sob
a superficie, e portanto mostrar que este objeto é suficiente para caracterizar
uma superficie.

Palavras-chave: Invariante Geométrico; Isometria; Curvatura.
1 Introducao

Este artigo objetiva apresentar o teorema de Egregium que diz intuitivamente que a
curvatura gaussiana de uma superficie é invariante por isometrias. Em outras palavras, se hd uma
aplicagao definida em duas superficies, que conserva a nogao de distancia (conserva o produto
interno definido em cada ponto), entdo a curvatura de Gauss é igual em pontos correspondentes
por esta aplicacao. KEste teorema nos ajuda a resolver a seguinte questdo cartografica: serd
que é possivel obter um mapa plano da superficie terrestre que conserve a nocao métrica, e
portanto seja fiel as distancias reais? Como segue do teorema Egregium o plano e a esfera nao
sao isométricos, pois suas curvaturas sao diferentes em todo ponto destas superficies, e portanto
nao ha uma isometria entre essas superficies. Logo nao é possivel obter um mapa plano da

superficie terrestre que represente fielmente a nocao de distancia.

Para tanto, o presente trabalho se divide em quatro capitulos com esta introducao. No
capitulo 2, caracterizamos curvas em R? a partir da definicio de um invariante geométrico
que nos permite falar equivaléncia de curvas, a menos de movimentos rigidos. A este invariante
denominamos de curvatura, que tem papel essencial para a definicao de curvaturas de superficies.
No capitulo 3 definimos superficies regulares e colocamos um espago vetorial tangente a esta,
em cada um dos seus pontos. Disso surge a primeira forma fundamental, que nada mais é do
que uma maneira de fazer medidas sobre a superficie. Um exemplo importante de questoes
métricas que a primeira forma fundamental define, é a area de uma regiao sob a superficie.
Ainda neste capitulo, buscamos definir curvaturas para uma superficie regular, as quais podem
ser representadas pela segunda forma fundamental e a curvatura gaussiana, que provém da

diferencial da aplicacao normal de Gauss. No capitulo 4, introduzimos o conceito de geometria
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intrinseca, que corresponde a geometria proveniente apenas de questoes métricas feitas sob a
superficie regular, sem levar em conta como a mesma estd colocada no espago. Assim neste
capitulo se verifica que a curvatura gaussiana é um conceito intrinseco, mostrado no teorema

Egrégium de Gauss.

2 Curvas Parametrizadas em R3

Gostarfamos de caracterizar curvas definidas em R3. Em outras palavras, o que queremos
é definir invariantes geométricos, de modo que isso nos permita falar em equivaléncia de curvas
médulo movimentos rigidos, como rotacio e translacdo. Para curvas em R? este invariante é
dado pela curvatura que intuitivamente, deve medir a taxa de variacao da reta tangente, ou seja,

quantidade em que a curva deixa de ser uma reta.

Definicao 1. Uma curva parametrizada por comprimento de arco regular em R? é uma aplicacio
diferencidvel de classe C*° denotada por a e definida por, « : [a,b] C R — R3 tal que a(s) =
(x(s),y(s), z(s)) em que z(s), y(s) e z(s) sao fungodes reais, e a(s) # 0.

Defini¢ao 2. O vetor velocidade de uma curva parametrizada regular é definido por o'(s) =

(2'(s),y/(5), 2'(5))-

Definigao 3. A curvatura da curva «a(s) é definida por k(s) = |a”(s)].

Sendo assim, o vetor curvatura de uma curva o € R3 esté relacionado com a concavidade
da mesma e em termos geométricos mede o quanto a curva em questao se afasta de uma reta.
De fato, como pode ser observado em [?] a curvatura é um invariante geométrico e caracteriza

a curva a qual esta relacionada, médulo movimentos rigidos.

3 Superficie Regular

3.1 Definicao e Exemplos

Intuitivamente uma superficie regular em R3, pode ser obtida tomando pedacos de um
plano deformando-os e colando-os entre si formando assim uma estrutura lisa, na qual faca

sentido existir um plano tangente em cada um dos seus pontos.

Defini¢ao 4. Um subconjunto S C R? é uma superficie regular, se Vp € S,3VCR3ex: U C
R?— VS, com U e V() S abertos de R3, tal que:

i)x € C*;
ii)x é um homeomorfismo;

iii)vp € U, dyx : U C R? —» VN S ¢ injetiva.
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A condicao i) nos diz que x é tal que suas fungoes coordenadas tem derivadas parciais
continuas de todas as ordens. Também, ii) nos garante que x ' : VS — U C R? existe e é

continua. Por fim, iii) garante que a superficie regular nao tenha auto-intersecgoes.

Definicao 5. A aplicacao x(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) é chamada de parametrizacao ou
sistema de coordenadas locais de uma vizinhanga V (.S de um ponto p. A vizinhanga V(S é

dita vizinhanca coordenada de S.

Podemos dizer intuitivamente, que uma superficie regular é um objeto que permite que

se defina em uma vizinhanca de qualquer um dos seus pontos uma parametrizagao x.

Definigao 6. Seja uma curva parametrizada « : (—€,e) = S, com «(0) = p. O vetor o/(p) é o

vetor tangente a S no ponto p.

Proposicao 7. A aplicagdio linear dyx define vetores linearmente independentes tangente a S.

Prova. Considere uma parametrizacio x : U C R? — VS, com coordenadas (u,v) € U e
(z,y,2) € VS, assim como {er,ea} e {f1, f2, f3} as bases canonicas de R? e R?, respecti-
vamente. Seja ¢ = (up,vp). Assim o vetor e; é tangente a curva u — (u,v9) que tem por

imagem sob S a curva u — (x(u,vp), y(u,vg), z(u,vg)) € que por sua vez tem como vetor tan-

0 ox Oy O 0
gente 6—:; = éTi’ G—Z, 8—i) Por outro lado pela defini¢ao de diferencial, temos que dyx(e1) = a—z

. ox L :
Analogamente, podemos deduzir que dyx(e2) = 50 Como por iii) dx é injetora, a matriz as-
v
sociada a esta aplicacao linear tem vetores linearmente independentes,que sao por definigdo de
. . or Oz ]
jacobiano — e —, respectivamente. ]

Oou  Ov
Exemplo 8. A esfera unitdria de R?® S? = {(z,y,2) € R% 2% + 4% + 22 = 1} é uma su-
perficie regular. De fato, considere a parametrizacao x1(z,y) = (x,y,v/1 — (22 + 3?)), com
U = {(z,y) € R%22 +y?> < 1}. Note que /1 — (22+y?) € C™ dado a definicio do
dominio U da parametrizacao. Logo x; satisfaz a condigao i). Tome (z,y,2) € x1(U) e de-
fina x; '(z,y, 2) = (z,y). Isto resulta que h4 uma relagio biunivoca entre elementos do domfnio
e imagem de X1, 0 que mostra que esta aplicacao é bijetiva. Também, como xfl é a projecao
canonica de x1(U) sob U, temos que esta aplicagdo é continua, verificando assim a condigao

ii). A condicao iii) é verificada observando que o determinante jacobiano nao é nulo, ou seja,

o(z,y)
o(z,y)

tanto S? é uma superficie regular e a representacio deste fato pode ser observado na figura

= 1 . De maneira andloga definimos x2(z,y), x3(x, ), x4(z, 2), x5(y, 2, x6(y, z). Por-

3.2 O plano tangente
Agora veremos que a injetividade da diferencial dx, garante a existéncia de um espaco
vetorial tangente (o plano tangente) em cada ponto p da superficie S.

Defini¢ao 9. O conjunto de vetores tangentes o/(¢) em p € S é denominado plano tangente e

denotado por 7,5
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O préximo resultado nos diz que o espaco vetorial associado a aplicagao linear dxq(Rz)

coincide com o conjunto dos vetores tangentes 7},S.
Proposigao 10. Seja z: U CR? = S, com q € U e z; = p. Sendo assim, dxy(R?) = T,S.

Prova. Sejaw € T,S, com w = o/(0), o : (—¢,€) = x(U) € C e a(0) = x(g) = p. Observe que,
x(z,y,2) = (u(z,y,2),v(z,9, 2 ))ECOOeoz() (z(t),y(t), 2(t)). Disso decorre que v = x'o
a:(—e€e) > U € C®. Parat =0 temos que v(0) = (u(z(0),y(0), 2(0)),v(x(0),y(0), 2(0))), o

_ % / @ ' % / du v
que implica em v/(0) = (axx +8yy + 822') (at 5
Ordu Oxdv Oydu Oydv 0z0u 0z v

, P —_— —_— —_— —_— —_—
obtemos dx,(7/(0)) = (8u T + 90 0t Ju L + 90 9’ 5u Bt +=— 50 t) Portanto, dado que z,y

e z sao aplicagoes de (u, v), temos pela regra da cadeia que dx,(v'(0)) = (2/(0),4'(0),2'(0)) = w.

—). Aplicando a diferencial de x, em +/(0

Por outro lado, seja w = dx,(k), k € R?, paray(t) = tk+q, t € (—¢,€), do que decorre que 7' (t) =

k. Observe que a = xo7 : (—¢,€) — R3, étal que a € S. Como x(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v))

e y(t) = (u(t), v(t)), temos que a(t) = (x(u(t), v(t)), y(u(t), U(t)w(u(t),v(t))) implica, pela regra
/

da cadeia que, o/(0) = (8—21/ + %v gyu’ + a—yv’ a—z + %v) Assim pela definigao da
diferencial dx, obtemos que dx4(k) = w = /(0). O
or Oy 0z or Oy 0z

Definigao 11. Os vetores ( —) que geram o espago vetorial associado

9a’ o’ o) © o’ av’
a dx4 sao denominados vetores coordenados e denotados por x,,x, respectivamente.

Observagao 1. Vamos explicitar as coordenadas de w € T),S na base coordenada {x,,x,}. Seja
B:(—€€) — U, dada por B(t) = (u(t),v(t)), com B(0) = ¢ = x(p). Considere o = x0/3 e note
que w = o/(0) € T,,S. Assim, o/(0) = (x 0 8)'(0) = x(u(t),v(t)) (0) = xy,(q)u'(0) + x,(q)v'(0) =

w.

3.3 A primeira forma fundamental

Dado que definimos o que vem a ser uma superficie regular, que possui um espaco vetorial
tangente em cada um dos seus pontos, queremos agora fazer geometria sob a mesma. Para tanto,
assim como na algebra linear as questoes métricas sao tratadas via produto interno, utilizaremos
deste recurso para superficies regulares. Mais especificamente, restringimos o produto interno

usual de R? ao espaco vetorial T,S.

Definicao 12. A primeira forma fundamental em p € S é denotada por I,(w) e definida por
Ip : T,S — R tal que I, = (w,w), = lwl|?.

Observacao 2. Vamos expressar a primeira forma fundamental em coordenadas para w € 7).
Note que w = &/(0), para «a(t) = x(u(t),v(t)), com p = «(0). Assim pela defingdo tempos
que, I,(a'(0)) = (’(0),a/(0)), = (xut' + %0, %t + x,0"), = (X, X ) (U)? + (X4, X )0V +
(X4, %) (v")2. Dado que o produto interno estd associado a uma forma quadratica, a relacio

acima deduzida varia com os coeficientes dados por um produto interno.

Definicao 13. As aplicagbes diferencidveis (xy, Xy,) p,<xu, Xyp) » € (xy, xv>p sao denominadas co-

eficientes da primeira forma fundamental, e sao denotadas por E,F' e G respectivamente.
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A primeira forma fundamental aplicada ao vetor tangente a superficie regular, ou mais es-
pecificamente, os seus coeficientes, possibilitam definirmos conceitos métricas sobre a superficie,
como angulos, comprimento de curvas ou de vetores. Um exemplo importante é a definigdo de

area de uma regiao simples regular por partes sob uma superficie regular.

3.4 A segunda forma fundamental e a curvatura gaussiana

Para curvas parametrizadas a curvatura é a taxa de variacao do vetor tangente. Para

superficies iremos definir curvaturas, como a taxa de variagao do plano tangente.

~ . - , . A
Definigao 14. A aplicacio normal de gauss é definida por N : S — S2, tal que N(p) Xu 2 X

,com (N,N)=1e N(p) LT,S.

a |x0 A Uy

Proposicao 15. A derivada do vetor normal € tangente a superficie S.

Prova. Para a, com «(0) = p, consideremos a restricao do campo vetorial N(p) a «, definido
por N o a(t) = N(t). Como (N, N) =1, por derivagao usual temos que (N', N) =0 O

Definicao 16. O operador linear definido por dN,, : T,S — T,5% = T,,S é denominado diferen-

cial da aplicacao normal de gauss.

Proposigao 17. O operador linear dN (p) é auto-adjunto.

Prova. Uma vez fixada a parametrizagao, tomemos {x,,X,} e verifiquemos a propriedade nesta
base, o que é suficiente ji que dN (p) é transformagao linear. Ou seja, basta verificar a igualdade
dada por (dNp(xXy), Xy) = (Xu, dNp(%,)). Observe que N ox(u,v) = N(u,v) do que decorre que
dN(x,) = Ny. Sendo assim temos que (dN,(xy), Xy) = (Ny, Xy). Mas observe que (N,x,) =0
o que implica em (N,,x,) = —(N, Xy,. Analogamente temos (N, X,) = —(V, Xy,. Como segue

de cdlculo que Xy = Xy, logo obtemos que (N, x,) = (N, x") O

Observacao 3. A proposicao acima garante que existe uma base ortonormal de autovetores
f1, f2 € T,,S e autovalores k1, k2, associados ao operador linear dNV,,. Ou seja, podemos encontrar
no plano tangente diregbes principais ortogonais. Também segue de algebra linear, que ki, ko
representam o maior e o menor, dos autovalores associados a dN,. Vale dizer que existe uma

matriz diagonal dada pelos autovalores encontrados.
Definicao 18. Os autovalores ki, ko sao denominados de curvaturas principais em p € S.

Definicao 19. A segunda forma fundamental em p € S é denotada por I1,(w) e definida por
I, : TpS — R tal que I, = —(dNy(w), w),,.
Definicao 20. A curvatura gaussiana é denotada por K e definida por K = ki1ky = det(—dN,).
Exemplo 21. Temos que para um plano m, que é uma superficie regular, que N(p) é constante

e sendo assim dN(p), o que implica em K (p) = 0.

Exemplo 22. Observe que segue de algebra linear que o vetor normal a esfera unitdria S? é

dado por N(p) = P e que r representa o raio dos grandes circulos S' contidos em S?. Sendo
r
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1
assim temo —dN, = Ip—, em que Ip representa a matriz identidade de ordem 3X3. Logo
r

1
obtemos que k1 = k2 = — e portanto a curvatura gaussiana da esfera unitéria Sz ¢ K(p) = —.
r r

Observagao 4. Tome «(t) = x(u(t),v(t)), com «(0) = p. Assim temos que o = x,u’ + x,0/,
implicando em dN(a/) = Nyu' + Nyv'. Sendo assim, a segunda forma fundamental, apli-
cada ao vetor tangente o resulta em II,(a’) = —(dNy(a), /) = (Nyu' + N/, x,0" + x,0") =
—({Ny, %) (u)? + 2(Ny, x,)u'v" + (N, %,)(v')?). Como temos que (N,x,) = (N,x,) = 0 con-
cluimos que —(Ny,xy) = (N, Xyy), —(Ny, Xy) = (N, Xyp) € (Ny, Xy).

Definigdo 23. As aplicagbes diferencidveis (N, Xuu),, (N, Xuv), € (N,Xyy), sdo denominadas

coeficientes da segunda forma fundamental, e sdo denotadas por e,f e g respectivamente.

Observacao 5. Como N,, N, € T,S, podemos escrever N,, = a11X, + a21X, € N, = a12X, +
a2X,. Portanto temos que dNp,(a') = (a11v’ + ai12v)xy + (a1t + ag2v')x,,. Isso nos diz que
na base coordenada o operador linear dN é dado pela matriz (a;;), i,j = 1,2. Assim, dado que
dN é auto-adjunto, podemos encontrar uma expressao pra curvatura gaussiana, determinando
a matriz de (a;s).
. o eg — f*
Proposicao 24. A curvatura gaussiana é dada por K(p) = G
Prova. Convencione que u e v correspondam a 1 e 2 respectivamente. Assim as derivadas

.. . 2 . .
parciais de N podem ser escritas como N; = ) 7 ajx;. Considere a matriz g, dada por

Jj=1
gij = (Xi,X;), assim como a matriz 7, dada por m;; = —(NN;,x;). Sendo assim, observe agora
que (N;, xp = Zj a;ji(x;, %), do que decorre m;, = — Zj ajigik = — y_ ali;jgjk. Por defini¢ao de
produto de matrizes deduzimos que 7, = —(a’ g)ix 0 que implica que 7 = —a’g e a = —7g~1.

det — f?
Disso, como K = deta, temos que K = det(—m)det(g~"') e portanto K = dZtZ = Eeg _‘];2.
O

4 A Geometria Intrinseca

Fazer geometria intrinseca, é estudar invariantes geométricos que nao dependem de como
a superficie em questao estd colocada no ambiente, mas apenas de questoes métricas definidas

sob a mesma.

4.1 Isometrias

Definicao 25. Uma aplicacio ¢ : S — S é uma isometria se ¢ é um difeomorfismo e se

Vp € S, Vwi, wa € T),S temos (wi, ws), = <d<pp(w1),d<pp(w2)>@(p).

Observagao 6. Se ¢ é isometria segue que Ip(w) = (d¢p(w),d¢p(w)>¢(p) = Lo(p)(dpp(w))s ©
assim a primeira forma fundamental é igual em pontos correspondentes. Por outro lado, se
¢ preserva a primeira forma fundamental, ou seja, I,(w) = L) (dop(w))s Yw € TS, entao
2(w1, wa) = Iy(w1 +wg) — Ip(wy) — Ip(we). A esta férmula, dando coordenada para wy, wa, obte-

mos que Ip(wl —I—U)g) —Ip(wl) —Ip(wz) = Iap(p) (dc,op(uu +w2)) — I(p(p)(d@p(wl)) _I<p(p) (d(pp(wg)) =
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2(dpp(wn), dgpp(wg)%(p). Logo, ¢ é isometria. Isto nos faz perguntar se os coeficientes da pri-

meira forma fundamental sdo iguais entao ha isometria mesmo que num aberto da superficie.

Definicao 26. Se p : V. C § — Vgo(p) C S ¢é isometria entre V e V entdo ¢ é dita isometria
local. Se for isometria local Vp € S entdo S e S sdo ditas localmente isométricas.

Proposicao 27. Sejam x: U — S ex:U — S tais que E=E, F=TF, G =G em U, entdo

1

Tox - € isometria local.

Prova. Seja p € x(U) e w € T,S. Entao w é tangente x(«(t)), com a(t) = (u(t),v(t)) em U.

/

Assim w = x,u’ + x,0’. Denote a funcdo desejada por ¢. Por definicio dy toma w € T,S e

leva em dp(w) € TS tangente a curva p(a(t)) = Xox ' o x(a(t)) = X(a(t)). Portanto,
dp(w) = Xuu' + X, e as coordenadas de w e dp(x) sdo iguais. Disso e da hipétese, concluimos
que Iy(w) = BE(W')? + 2Fu/v' + G(v')? = E(W/)? + 2Fu/v' + G(v')? = L) (dgpp(w)), Vp € x(U).

Assim ¢ é isometria local. O

4.2 O teorema Egregium.

O estudo da geometria intrinseca se deu dado um problema extrinseco: Gauss queria
formular uma espécie de teorema fundamental das superficies. Mais especificamente, ele queria
responder a seguinte questao: Dado g;j, m;; : U C R? — R, existe x : U C R? que realiza gij €

m;; como primeira e segunda forma fundamental, respectivamente?

Observagao 7. Analogamente as curvas, vamos observar a base dada por {N,x,,x,}. Escre-

vendo as derivadas dos seus representantes em si mesma, temos que

Xyu = I %y + THxy + LIN

Xuw = Fbxu + F%QXU + Lo N

Xpu = F%lxu + F%lxv + LoN

Xyp = F%zxu + F%QXU + LgN
Ny = a11xy + a21Xy

Ny = a12xy + a22Xy

F —eG
Sabemos que os a;, sio determinados pela relacdo a’ = —7g~!. Ouseja, ay; = %,
gF — fG el — fE fF—gE Se t duto int ‘
12 = S5, 091 = ———5 € 4]] = —————. Se tomarmos o produto interno nas quatro
2= oo g2 92T o g2 U= pa_ 2 p q

primeiras relacoes com N temos que Ly = e, Ly = Ly = f e L3 = g. Queremos determinar os
valores de Ffj com i, j, k = 1,2. Como Xy, = W, temos que I'l, = T'}; e I'%, = I'3,. Tomemos

agora o produto interno nas primeras quatro relacées por x, € X,. Assim temos,

1
F%IE + F%lF = <qu’xu> = iEu

1
F%lF + F%lG - <quvxv> =F, - §Ev
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1

1
F%zF + F%2G = (Xuw, Xp) = §Gu

1
D FE + T3 F = (Xpp, Xu) = F, — §Gu

1
F%QF + F%QG = (Xypp, Xy) = in

Portanto os Ffj sao determinados apenas em termos da primeira forma fundamental e
suas derivadas, pois EG — F? # 0. Ainda das primeiras relacdes e das deducdes para os L

podemos obter,
(qu)v -
(F%l)vxu‘i’rh(F%qu‘FF%QXv‘FfN)+(F%1)vxfu +F%1 (Fégxu“‘r‘%ng‘{'gN)+evN+€(a12Xu+a22xv)

(Xuv)u =

(T12)uxu+T 1o (T Xu+TT 1 X0 +eN) +(TF0)uxy+T75 (031 Xu+T3 %o+ fN )+ fuN + f(a11%y +a21%0)
Colocando x,,x, € N em evidéncia temos que,

(Xuw)v = Xu[(T1))o+T 11 D19+ Doy tearn]+x, (T )o+T 1, T +TF [y +eans]+N (e, T}, 4T 9)
(Xuv)u
Xu[(Plg)u + Dol  + D051 + fann] + x4 [(D3y)w + T1ol%) + THDS, + fan] + N(fol1pe +T1hf)

Como temos que (Xyy)y = (Xuw)u, Obtemos das relagoes acima que,

(T1)w+T1 T+ T3y +eaz = (F%2)u+r%21;%1 +ITH05 + fan = (F%I)U?_F%IF%%_'—F%IF%Q_
f°F + feG —egF + efG Fleg—f
(Fb)u - F%zrh - F%QF%1 = fan —eaz = EG — F2 = - EG — F2 =—-FK.

Temos portanto, que a curvatura gaussiana sé depende dos coeficientes da primeira forma

fundamental
Teorema 28. (O teorema Egregium)A curvatura gaussiana é invariante por isometrias locais.

Prova. Sejax : U CR*> - Sep:V,CS — S, comV, Cx(U), uma isometria local em p.

Sejay : U C R? — S em o(p). Assim yox~!

=p =—> y = pox. Temos que ¢ conserva os
coeficientes da primeira forma fundamental de x e y em pontos correspondentes ¢ e ¢(q), ¢ € U.
Assim como temos da observacdo anterior que a curvatura gaussiana é determinada apenas pelos
coeficientes da primeira forma fundamental, e estes ndo mudam em pontos correspondentes de

uma isometria, concluimos que K(q) = K((q))- O

5 Consideracoes

Este trabalho objetivou percorrer o caminho da geometria diferencial, para apresentar o

teorema de Egregium. Este resultado é de grande importancia para a geometria diferencial, uma
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vez que, entre outras coisas, mostra que a curvatura gaussiana é um objeto intrinseco, ou seja,
s6 depende de conceitos métricas definidos sobre a superficie, sem levar em conta, de maneira
fundamental, como a superficie estd contida no espaco. Além disso, esta curvatura nao muda

em pontos correspondentes dado por uma isometria.
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Resumo: O presente texto tem como objetivo relatar as experiéncias no de-
senvolvimento de uma sequéncia didatica do conteiido de Numeros Inteiros,
realizada por graduandos do curso de Matematica, bolsistas do Programa
Institucional de Bolsas de Iniciacdo a Docéncia (Pibid), no subprojeto do
curso de Matematica da Unioeste, campus de Cascavel - PR. As atividades
ocorreram no ano de 2017, nas turmas de sétimos anos do Ensino Fundamen-
tal do Colégio Estadual Ieda Baggio Mayer. Como metodologia elaboramos
uma sequéncia didatica tomando como referéncia a Etnomatematica, ou seja,
nos baseamos no ambiente cultural e socioeconomico em que nosso publico
alvo vive. Para isso utilizamos nas atividades termometros e distancias bus-
cando trazer significado para a Matematica ensinada na escola, objetivando
desenvolver nos alunos a criatividade e a capacidade critica. Como resultados
do desenvolvimento da sequéncia didatica apontamos a maior participagao
dos alunos durante as aulas de matematica, a motivacao para realizar as ati-
vidades propostas, melhores notas na avaliacao posteriormente proposta pela
professora regente das turmas e a apropriacao da cultura escolar.

Palavras-chave: Numeros inteiros; Etnomatemaética; sequéncia didatica.
1 Introducao

Considerando a importancia dos nimeros no desenvolvimento das sociedades, do ho-
mem e da matemadtica, é de grande valia voltar-se ao seu contexto sécio histérico de criagao e
desenvolvimento. Em seguida faremos um breve relato histérico sobre as formas de contagem
embasados em Boyer (1991) e Roque (2012).

Segundo Boyer (1991) H& pelo menos 20.000 anos, a ideia de niimero teve seu principio
a partir da necessidade de contagem dos antigos povos das cavernas, os quais utilizavam-se de
ossos e bastoes de madeira em que marcavam a quantidade de alimento coletada com certa

quantidade de riscos, sendo que cada risco representava uma unidade de alimento. Apds a

! Aluna do Curso de Licenciatura em Matemética e bolsista do Programa Institucional de Bolsa de Iniciacio &
Docéncia-PIBID, financiado pela Capes.
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transicao da vida némade para o inicio das comunidades agricolas passou-se a se utilizar deste
método para demarcar também a quantidade de animais que salam para pastar e aqueles que
retornavam, para que assim fosse possivel determinar se algum animal tenha se perdido ou fora

cacado por um predador.

Com o novo modo de vida, os povos passaram a construir seus préprios recintos habi-
tacionais e formaram as primeiras sociedades. Segundo Mateus, Silva e Rebola por volta de
4.000 a.C., os sumérios passaram a utilizar um objeto conico de forma equivalente aos riscos
nos ossos, o que lhes permitiu se apropriar inconscientemente da subtragao, além da soma ja
conhecida. A preocupacao e utilizacdo da matemadtica se dava por conta da necessidade de
calcular ganhos e perdas, administrar e organizar a distribuicao de alimentos, cobrancas de im-
postos, entre outras fungoes. Além disso, de acordo com Boyer (1991) é importante ressaltar que
apesar da inexisténcia da escrita os sumérios passaram a registrar suas contas, o que também

inconscientemente deu origem a nocgao de escrita.

Apesar do sistema utilizado pelos sumérios ser muito tutil, ndo apresentava grande
eficiéncia. Segundo Boyer (1991) por volta de 3.000 a.C., com a necessidade de contar e calcular
grandes quantidades passou-se a representar os numeros com simbolos. Além de estender sua
utilidade ao contexto de medicao, onde fora possivel se apropriar da precisao utilizando-se de
uma medida fixa, obtida pelo comprimento do brago de um homem do ombro a ponta dos dedos

somado a largura da palma de sua mao, conhecido como cibito.

Entretanto, apés os romanos se apropriarem destes conhecimentos, de acordo com Boyer
(1991) por volta de 212 a.C., houve uma estagnacao nas teorias mateméticas, pois os roma-
nos estavam interessados em poder, ao contrdrio de matematicos classicos como Arquimedes e
Pitagoras, que buscavam abstragoes. Assim os ntimeros passaram a ser utilizados pelos roma-
nos para aplicacOes praticas, que ajudavam na rigida organizacao da sociedade. Além disso, os
romanos representavam os numeros com as letras de seu alfabeto, sendo assim este era apenas
um simples sistema de contagem o que nao possibilitava avancos na matematica teérica. Desta
forma, qualquer calculo romano era feito em uma tdbua de contar, uma forma primitiva do
abaco. Esta forma de numeracao se espalhou tao vastamente quanto a dominagao territorial dos

romanos.

Contudo, por volta de 500 d.C., comecou a perder relevancia com as descobertas e
criagoes dos hindus na fndia, que desenvolveram numeros estupendamente grandes. Assim para
lidar com estes imensos ntimeros, os indianos criaram um sistema composto por niimeros inteiros
de 1 a 9. Além disso, a maior invencao dos hindus fora a representacao e criagao do nimero 0
que significava o nada ou vazio. Assim, com os algarismos de 0 a 9 os indianos eram capazes
de formar niimeros infinitamente grandes ou pequenos, o que até entao nao era possivel. E de
grande valia ressaltar que a nogao de zero ja era conhecida pelos Babilonios desde 2500 a.C.,

porém nao detinham ainda um simbolo para o préprio.

Este sistema permitiu grandes avangos cientificos na India, como o calculo do didmetro
do globo terrestre com um erro menor do que 1% da medida correta. Por conta de sua maior

eficiéncia e aplicabilidade, estes passaram gradativamente a se espalhar pelo mundo, inicialmente
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pelos territérios arabicos, cujo povo fora responsavel por disseminar tal conhecimento ao resto

do mundo, por conta disto, este sistema é chamado de sistema numérico hindu-arabico.

Em suma, o sistema decimal fora criado para suprir as necessidades de contagem e
organizacao, inicialmente por correlagoes a conjuntos familiares como dedos das maos ou pés, na
sequéncia com representagoes em gravetos ou 0ssos e, posteriormente, com objetos e simbolos,
além da compreensao da adicao e subtracao que originaram os conjuntos dos nimeros naturais
N e dos inteiros Z. Estes aspectos possibilitaram a criacao da matematica e desenvolvimento de

muitas outras areas de estudo, transformando toda a sociedade.

Assumindo a importancia dos nimeros inteiros para nossa sociedade, reconhecemos a
importancia do ensino deste conjunto de numeros aos alunos, futuros cidadaos atuantes de
nossa sociedade que necessitam desses conhecimentos para transformé-la. Neste trabalho sera
apresentada uma experiéncia sobre o desenvolvimento de uma sequéncia didatica do contetido
de Numeros Inteiros, realizada por graduandos do curso de Matematica, bolsistas do Programa
Institucional de Bolsas de Iniciagdo a Docéncia (Pibid), no subprojeto do curso de Matemética
da Unioeste, campus de Cascavel - PR. As atividades ocorreram no ano de 2017, nas turmas de

sétimos anos do Ensino Fundamental do Colégio Estadual Ieda Baggio Mayer.

2 A sequéncia didatica

O objetivo estabelecido na sequéncia didética foi que os alunos compreendessem o con-
ceito de numeros inteiros e que identificassem o uso dos numeros negativos em situacoes do
cotidiano. Algumas destas abordagens tém o objetivo de tornar este contetido significativo e
de facil compreensao para o aluno, pois historicamente nao foi simples a aceitacdo dos nimeros
negativos, e é nitido que os estudantes tém dificuldades para entendé-los. A partir de exemplos
e objetos do dia a dia é possivel facilitar a aprendizagem dos ntimeros inteiros, como o foi o uso

termometro que foi o principal instrumento utilizado para comparagdes com nimeros negativos.

Para elaborar a sequéncia didatica nos embasamos na Etnomatemética que

[...] procura delinear alguns possiveis caminhos que valorizem os desejos a cul-
tura o meio social do educando, a fim de que possa usar deforma mais adequada
0s conhecimentos matematicos. Incorporar a cultura, a vida do educando nas
praticas pedagbgicas valoriza a vivéncia, coloca em cena a cultura local de cada
grupo, e uma possibilidade de questionar o que é considerado vélido como co-
nhecimento e para que este conhecimento é vélido (SCHMITZ apud XAVIER
e PEDROSO, 2007, p. 5).

Uma grande dificuldade do professor é identificar o contexto em que vivem seus alunos
buscando identificar seus conhecimentos prévios oriundos de suas praticas sociais e culturais e
muitas vezes comete erros ao basear-se em seu proprio ambiente cultural apenas. Por isso, devido
as baixas temperaturas registradas na cidade de Cascavel durante o inverno, cidade onde reside
nosso publico alvo, optamos pela utilizacao de situagoes problema que envolvessem temperaturas
para trabalhar de forma significativa os niimeros negativos. Ao se trabalhar com mdédulo de um

numero trabalhamos com distancias, algo muito comum a todos os estudantes sem excecao.
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Além disso, oportunizamos aos alunos em todas as discussoes sobre as situagoes problema,
que expusessem suas solucoes e explicacoes que muitas vezes resultavam de suas vivéncias e do
ambiente cultural em que vivem. Como por exemplo, como determinamos a temperatura de
um termoémetro, suas marcagoes, como ¢ medida a distancia de um lugar a outro (km, metros,

quadra, quarteirao).

Ademais fomos cuidadosos em nao transformar o conhecimento cientifico em um mero
saber do senso comum, oportunizando aos alunos, depois do trabalho com situagoes contextua-
lizadas, a generalizagao dos conceitos envolvidos, pois segundo D’ Ambrésio “[...] contextualizar
nao quer dizer fazer um texto menos rigoroso, impreciso e ‘aliviado’ de matemética correta.”
(2008, p. 16).

Planejamos também uma atividade de pesquisa na internet para que os alunos procuras-
sem exemplos da utilizagao dos niimeros negativos em nossa sociedade ja que apesar de
[...] parecer contraditério falarmos em uma matemdtica sofisticada quando
fazemos a proposta da Etnomatemdtica, mas justamente o essencial da Etno-
matematica é incorporar a matematica cultural, contextualizada, na educagao
matematica e o uso de midias amplia essa possibilidade, pois os recursos
tecnoldgicos tém favorecido as experimentagoes matematicas, visto que o ra-
ciocinio logico com qualidade é essencial para situar-se no mundo moderno e
chegar a uma nova organizacao de sociedade, que permita exercer a critica e
andlise do mundo moderno que vivemos (XAVIER e PEDROSO, 2007, p.7).
Porém, nos deparamos com o despreparo desses alunos para utilizarem as tecnologias a
seu favor, obtivemos como resposta a pesquisa feita, os exemplos os quais ja haviamos apresen-
tados aos alunos nas atividades anteriores como temperaturas e saldo bancério. Consideravamos
apareceriam mais exemplos como altitudes em relacao ao nivel do mar, dividas, perda de peso,
manchetes indicando queda na bolsa de valores, tabelas ou graficos que contivessem nimeros

negativos, entre outros.

3 O desenvolvimento da sequéncia didatica

Na sequéncia didatica, propusemos a seguinte situacao: Um termoémetro foi colocado
na cidade de Campos do Jordao, no estado de Sao Paulo, o qual marcou dez graus acima de
zero durante o dia e um grau abaixo de zero durante a noite. Como podemos representar as
temperaturas registradas nesta cidade, utilizando simbolos e algarismos matemaéticos? Poucos
alunos alegaram nunca ter ouvido falar nos noticiarios a respeito disso e por isso nao souberam
responder, mas a maioria conseguiu, sendo que alguns deles utilizaram o simbolo °C, mas o
exercicio nao especificava em qual escala estavam as temperaturas. Isso confirma a familiaridade

dos alunos com temperaturas ja que conhecem pelo menos uma das escalas termométricas.

Na segunda atividade propusemos uma pesquisa que eles deveriam fazer sobre a utilizacao
dos numeros negativos em nosso cotidiano. Na correcao destas percebemos que a maioria dos
alunos nao teve atencao ao fazer a pesquisa, pois nao responderam as questoes propostas. Eles
deveriam pesquisar e registrar situagoes do cotidiano em que os numeros negativos estavam

presentes exceto sobre temperatura, pois essa foi nossa abordagem sobre os nimeros inteiros,
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porém muitos s6 colocaram sobre temperatura. Também percebemos que eles tém dificuldade
em diferenciar o conjunto dos naturais do conjunto dos nimeros inteiros, ja que em uma questao,
ao responderam se os numeros naturais eram suficientes para expressar todas as situagoes do

nosso cotidiano, afirmavam que sim e ao justificar usavam exemplos sobre ntimeros negativos.

A terceira atividade continha trés termometros em que os alunos determinariam as tem-
peraturas que eles marcavam. Os alunos encontraram dificuldades devido a forma como as tem-
peraturas estavam marcadas no termometro, entre -30 e -40, alguns diziam que o termémetro
marcava 45°, pois a marca estava acima de -40°. Na correcao nés explicamos para eles de forma

bastante detalhada o porqué da temperatura ser -35° e nao -45°.

Em seguida, propusemos que resolvessem algumas atividades do livro didatico. A questao
que gerou mais ddvida dizia: Se uma pessoa tinha R$71,00 no banco e retirou R$100,00, ela
ficou com o saldo positivo ou negativo? Quanto é o valor desse saldo? A duivida dos alunos
era na segunda pergunta, pois ainda nao sabiam operar com ntmeros inteiros. Porém os alunos
encontraram um resultado positivo que fora R$29,00 e que os deixou um tanto quanto intrigados,
pois perceberam o absurdo no qual chegaram. Com isso explicamos a eles que se tratava de uma
divida, quando se gasta 100 reais e s6 possui 71 reais para pagar o seu saldo nao é positivo,
mas negativo, entao os alunos compreenderam que o resultado era sim R$29,00, porém negativo.

Acreditamos que a ficil aceitacao desse fato deve-se a familiaridade dos alunos com dinheiro.

Por conseguinte, mais alguns exercicios foram propostos, do tipo de completar as lacunas
com maior ou menor, relacionando duas temperaturas, nestes nao houve dividas. Como na hora
de resolver os exercicios ja estavam comparando corretamente as temperaturas, percebemos que
ja era hora de explicar as nogoes basicas que permeiam os nimeros inteiros, foram elas: a) Entre
dois nimeros inteiros positivos, o maior é o que tem maior médulo. b) Qualquer niimero inteiro
positivo é maior que zero. c) Qualquer nimero inteiro positivo é maior que qualquer inteiro
negativo. d) Qualquer nimero inteiro negativo é menor que zero. e) Dentre os nimeros inteiros
negativos, o maior é o que possui menor médulo. Ao final desta atividade construimos a reta
numérica na lousa e concluimos com os alunos que o maior niimero é sempre aquele que esta

mais a direita do zero.

Em seguida, dando continuidade a sequéncia didatica, distribuimos a cada aluno um
nimero inteiro, desenhamos no quadro a representacao de uma reta e fixamos o zero. Posterior-
mente chamamos aleatoriamente os nimeros, o aluno que estava com o nimero chamado na mao
deveria levantar-se e posicionar o nimero no local correto, respeitando o espaco entre um ntimero
e outro, que deve ser do mesmo tamanho. Apdés o aluno posicionar o niimero, questionavamos
aos outros alunos se estava correto, algumas vezes eles diziam estar errado, entao chamévamos
quem alegou estar errado para reposicionar o nimero, caso realmente estivesse errado. Quando
terminamos a construcao da reta numérica no quadro pedimos que eles a representassem no ca-
derno e eles nao tiveram dividas, pois entenderam sobre a distancia entre os ntimeros e também

sua ordem na reta numérica.

Na atividade seguinte propusemos a seguinte situagao problema: Seu Clodoaldo sai de

sua casa e vai diariamente ao Clube do Bairro. E no clube que ele se encontra com seu Joao
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para, juntos, praticarem algumas atividades fisicas. A figura 1 representa a avenida onde seu
Clodoaldo e seu Jodao moram. O ponto O corresponde ao Clube do Bairro e cada intervalo
corresponde a um quarteirdo. A letra J indica a casa de seu Jodo e a letra C indica a casa do
seu Clodoaldo.

]
L ]
L ]
L ]
*.
L ]
L ]
L ]
L ]
L ]
]

Figura 1: Avenida

Responda:

a) Qual é a distancia da casa de seu Joao ao Clube do Bairro?
b) Qual ¢ a distancia da casa do seu Claudio ao Clube do Bairro?

¢) Se considerarmos o ponto O sendo o nimero 0 da reta numérica que nimero representaria a

casa de seu Joao?

d) Se considerarmos o ponto O sendo o nimero 0 da reta numérica que nimero representaria a

casa de seu Cliaudio?

Esse problema trouxe a tona discussoes sobre as diferencas entre uma quadra e um
quarteirao, ambas as palavras eram conhecidas para os alunos, porém alguns nao conseguiam
distingui-las. Assim discutimos o que eles entendiam dessas duas palavras e suas significagoes em
nossa cultura, concluindo que quadra ¢é a distancia entre uma esquina e outra, ambas situadas no
mesmo lado de uma rua e quarteirdao é um conjunto de casas formando um quadrado e limitado
por quatro ruas. A discussao foi muito produtiva, pois oportunizamos aos alunos que eles se
apropriassem mais da cultura do lugar onde vivem, conhecendo melhor o significado de quadra
e quarteirdao. Com esse problema definimos médulo como uma distancia. A distancia de certo

numero a origem da reta numérica (o nimero zero).

Em seguida explicamos o que sao ntimeros opostos ou simétricos. Para isto utilizamos
uma folha sulfite A4 e representamos nela a reta numérica, depois dobramos ao meio (onde
estava o ponto zero) e solicitamos que os alunos observassem os nimeros que se sobrepunham
e tentassem explicar o porqué disso. A maioria dos alunos conseguiu perceber que eles se
sobrepunham, pois estavam a mesma distancia do zero. Assim definimos que dois ntimeros sao
opostos ou simétricos se eles estao a mesma distancia do zero ou equivalentemente quando tem

o mesmo modulo.
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4 Consideragoes finais

Quem presencia diariamente a realidade das escolas, no que tange ao ensino de Ma-
temadtica, ouve como os alunos dizem odiar a Matematica. Essa afirmacao traz muito da forma
como ela é ensinada: repeticdo de algoritmos e memorizacao. Nesse sentido D’ Ambrésio afirma

que

[...] a Matemédtica pode ser perversa, fazendo com que individuos tornem-se
intelectualmente passivos e temerosos, levando-os a perderem sua capacidade de
critica, algumas vezes os tornando mesmo alienados. Por exemplo, o modelo
tradicional da escola, que consiste em ensinar uma quantidade de praticas e
regras que depois sao cobradas em exames e testes, tem esse resultado perverso.
(2008, p. 13).

Por isso optamos por um ensino mais significativo pautando-nos na Etnomatemaética que
segundo D’ Ambrésio “[...] é uma forma de se preparar jovens e adultos para um sentido de
cidadania critica, para viver em sociedade e ao mesmo tempo desenvolver sua criatividade.”
(2008, p. 8). Além disso, “Esta forma de trabalhar ndo é mecanica ou fria, e tem constante
relagdo com a realidade e com a participa¢ao dos educandos.” (XAVIER e PEDROSO, 2007, p.
8).

Como resultado do desenvolvimento da sequéncia didatica apontamos a maior parti-
cipacdo dos alunos durante as aulas de matematica, a motivagao para realizar as atividades
propostas, melhores notas na avaliacao posteriormente proposta pela professora regente das tur-
mas e a apropriacao do significado de algumas palavras utilizadas pela cultura do lugar onde

vivem.

Também percebemos a dificuldade dos alunos em realizar uma tarefa sobre a identificacao
do uso de numeros inteiros no cotidiano, o que pode revelar desinteresse pela tarefa embora
dominassem o ambiente virtual. Nao consideramos que foi um erro a escolha dessa atividade,
mas sim um avanc¢o na inclusao digital para alguns alunos. Temos que oportunizar a todos o
acesso as tecnologias ja que os menos favorecidos geralmente sdo privados delas. A conducao da
atividade poderia ter sido diferente. Poderiamos ter ofertado aos alunos a sala de informéatica
da escola e oportunizado uma familiarizagao com o ambiente virtual para realizassem a tarefa

escolar.

Apesar disso, acreditamos que os resultados foram bons. Por isso, continuaremos a
nos empenharmos na busca da melhoria dessa sequéncia didatica, pois acreditamos alcancar

melhores resultados.

Ressaltamos a importancia do planejamento da aula que possibilita ao professor prever
suas acoes pedagdgicas, no entanto nao garante o sucesso da aula, ja que esse depende, além do
preparo do professor, do empenho e esforco dos alunos que nem sempre conseguimos. Porém,
como o planejamento é um registro, apés o desenvolvimento da aula podemos explicar o sucesso

ou o insucesso dos objetivos pretendidos.
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Resumo: Neste trabalho estudaremos alguns resultados sobre a teoria de
modulos, as definicoes de aljavas e algebras de caminhos e categorias, apre-
sentaremos a defini¢gao da categoria das representagoes de modulos sobre uma
algebra de caminhos e, concluiremos, exibindo a equivaléncia entre a catego-
ria de médulos e a categoria das representagoes desses médulos.

Palavras-chave: dlgebras de caminhos; médulos; equivaléncia de categorias.
1 Introducao

Para o que se trata nesse texto, vamos admitir que o leitor esteja familiarizado com
a linguagem de teoria de anéis e ideais, bem como os principais resultados relativos a teoria
de algebra abstrata basica. A ideia do texto é apresentar o conceito de algebras de cami-
nhos, a nocao de categoria e funtores e focar a atencao na equivaléncia existente entre a ca-
tegoria de moédulos sobre uma &lgebra de caminhos e a categorias de representacoes de uma
aljava (um grafo orientado que da origem a &lgebra de caminhos). Nao ha nada de inédito
no texto, mas ha muita teoria algébrica envolvida nos resultados apresentados e que foram es-
tudados ao longo dos tltimos 12 meses. A abordagem foca apenas construir as ferramentas
bésicas para a exposicao da equivaléncia entre a categoria de modulos finitamente gerados sobre
uma algebra de caminhos e a categoria das representagoes de sua aljava da dlgebra. Maiores
detalhes técnicos podem ser encontrados facilmente na literatura, mas [ANDERSON; FUL-
LER, 1991], [ASSEM;SIMSON;SKOWRONSKI, 2006],[COELHO,1992], [CAMERON, 2008] e

[LEINSTER,2014], servem como referéncias basicas para um bom estudo sobre o tema.

2 Algebra finitamente gerada e introducao a teoria de moédulos

Definigao 1 (Algebra). Seja k um corpo. Uma k-algebra, ou dlgebra sobre k, é um anel A com
identidade tal que A tem estrutura de espaco vetorial sobre k compativel com a multiplicacao

do anel, isto é, tal que

A(ab) = (aA)b = a(Ab) = (ab)A, para todo A € k, a,b € A.

'Durante a realizacdo desse trabalho o autor recebeu suporte do CNPq por meio da bolsa se Iniciacio Cientifica
através do PIC-OBMEP.
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Uma k-élgebra A é dita finitamente gerada, ou de dimenséao finita, se a dimensao dimgA

do k-espaco vetorial A é finita.

Defini¢ao 2 (Subalgebra). Seja k um corpo. Uma subélgebra B de uma k-dlgebra A é um

subconjunto B C A que possui estrutura de dlgebra sobre k.

Definicao 3 (Homomorfismo de k-édlgebras). Seja k um corpo e A e B k-dlgebras. Um homo-
morfismo de k-dlgebras ¢ de uma k-algebra A em uma k-algebra B é uma funcao ¢ : A — B
que é um homomorfismo de anéis e também uma transformagao linear, ou seja, que cumpre as
seguintes propriedades:
¢(a+0b) = ¢(a) + ¢(b), para todo a,b € A;

¢(ab) = ¢(a)¢p(b), para todo a,b € A;

d(Aa) = A\p(a), para todo a,€ A, \ € k.
Definicao 4. Seja A uma k-algebra comutativa. O Radical de Jacobson de A, denotado por

Rad(A) é a interseccao dos ideias maximais de A.

Definicao 5 (Mé6dulo). Seja k um corpo e A uma k-algebra. Um A-médulo a esquerda, ou um
modulo sobre A & esquerda, é um conjunto M com estrutura de k-espaco vetorial e com uma
operagao bindria satisfazendo as condigoes:

am € M, para todom € M, a € A;

a(m +n) = am + an, para todo m,n € M, a € A;

(a 4+ b)m = am + bm, para todo m € M, a,b € A;

(ab)ym = a(bm), para todo m € M, a,b € A;

(14)m = m, para todo m € M,

(Aa)m = A(am) = (a\)m, para todo m € M, a € A, X\ € k.

Um A-médulo a direita é definido de maneira anéloga.

Defini¢ao 6 (Submddulo). Seja k um corpo e A uma k-algebra. Um A-submdédulo a esquerda
N de um A-médulo a esquerda M é um subconjunto N C M que possui estrutura de A-médulo

a esquerda.

Um A-submédulo a direita é definido de maneira anédloga.

Defini¢ao 7 (Homomorfismo de A-mdédulos & esquerda). Seja k um corpo, A uma k-algebra e
M e N A-moédulos a esquerda. Um homomorfismo de A-mddulos a esquerda ¢ de um A-mdédulo
a esquerda M em um A-mddulo & esquerda N é uma funcéo ¢ : M — N que cumpre as seguintes

propriedades:
p(m+n) = ¢(m) + ¢(n), para todo m,n € M;
¢(am) = ap(m), para todo m,€ M, a € A.

Definicao 8. Seja A uma k-algebra comutativa e M um A-médulo. O anulador de M, denotado
por Anul(M) é o conjunto dos elementos de A tais que o produto com todos os elementos de

M é igual a 0, isto é,

Anul(M) = {a € A;am = 0 para todo m € M}.
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Definicao 9. Seja k um corpo, A uma k-dlgebra e M um A-médulo. Dizemos que M é simples

se nao possui submdédulos diferentes de 0 = {0}.

Teorema 10. Seja A uma k-dlgebra. Entao Rad(A) € a intersec¢io dos anuladores do A-

modulos simples.

Prova. Suponha z € Rad(A), entao = € (I;, onde cada I; é um ideal maximal de A.

Considere um A-médulo S simples e seja s € S, s # 0, entdo As = {as €

M; para todo a € A} é um submédulo de S, mas sendo S simples e s # 0, temos que As = S.

Definindo f : A — S = As dada por a — as um homomorfismo, temos que Ker(f) =
Anul(As), pelos teoremas da Correspondéncia de ideias e do Isomorfismo temos que A/ Ker(f) =
S, logo Ker(f) = Anul(S) é maximal, logo z € Anul(S), assim z € (| Anul(S;), onde cada S;

é um A-modulo simples.

Suponha, por outro lado, € I, com I um ideal maximal de A, entao z € Anul(A/I),
mas A/I é simples pelo teorema da correspondéncia de ideais, logo I C Anul(A/I), como I é
maximal, entdao Anul(A/I) C I. O

2.1 Algebras de Caminhos

Definigao 11. Uma aljava Q = (Qo, @1, s,t) é uma 4-upla consistindo de dois conjuntos: Q,
cujos elementos sdo chamados de pontos ou vértices, e (Q1, cujos elementos sdo chamados de
flechas ou arestas, e duas fungoes s,t : Q1 — Q1 que associa a cada flecha o € )1 a sua origem

s(a) € Qo, do inglés source, e o seu alvo t(a) € Qo, do inglés target, respectivamente.

Uma flecha o com origem em a e alvo em b é normalmente denotada por a : a — b.
Uma aljava @ = (Qo, Q1, s,t) é geralmente denotada simplesmente por (). Se Qg e @1 forem

conjuntos finitos, entdao a aljava ) é chamada finita.

Uma aljava é um grafo orientado no qual nao ha restricdes quanto ao ntimero de flechas
entre dois pontos, quanto a existéncia de lacos os ciclos fechados. Para cada aljava () existe um
grafo () a representando, obtido ao se desconsiderar a orientacao das flechas, quando este grafo

é conexo, dizemos que a aljava é conexa.

Quando descrevemos visualmente uma aljava, representamos cada ponto por uma pe-

quena circunferéncia e cada flecha apontando para o seu alvo.

Definigao 12. Seja @ = (Qo, Q1,s,t) uma aljava e a,b € Qp. Um caminho de comprimento

[ > 1 com origem em a e alvo em b, ou de a em b, é uma sequéncia
(blay ... aq]a)
onde ar € @1 para todos 1 < k >, e s(a1) = a, t(ag) = s(agy1) paracada 1 < k < l e
t(ay) = b.
Tais caminhos sao denotados brevemente por «; ...« e representado visualmente por

a1 az as Qg
a=ap a1 as .. a;=>
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Para cada a € Qg associamos um caminho de comprimento | = 0, chamado de caminho

trivial ou caminho estacionario, e denotamos por
ca = (af|a).

Quando um caminho nao trivial tem mesma origem e mesmo alvo, dizemos que é um ciclo, ou

circuito, orientado.

Definigao 13. Seja () uma aljava. O conjunto dos caminhos de comprimento [ em () é denotado

por (.

E imediato que os elementos de Qg e os caminho de comprimento [ = 0 estao em uma

correspondéncia biunivoca, assim como os elementos de ()1 e os caminhos de comprimento [ = 1.

Definicao 14. Seja ) uma aljava. Um caminho em () de comprimento [ > 1 é chamado de
ciclo quando sua origem e seu alvo coincidem. Um ciclo de comprimento [ = 1 é chamado de

laco. Uma aljava que nao contém ciclos é dita aciclica.

Definigao 15. Seja Q@ = (Qop, @1, s,t) uma aljava. Uma sub aljava da aljava Q) é uma aljava
Q' = (Qp,Q),s,t') na qual Q) C Qo, Q) C Q1, e s’ et/ sao as restricoes de s e t a Qf,

respectivamente.

Uma sub aljava Q' de @ é dita plena quando dada uma flecha o € Q1 com o :a — b e

a,b e Qf, entdo o € Q.

Antes de definirmos propriamente as dlgebras de caminhos, precisamos da nocao de
caminho nao orientado entre dois pontos. Para isto, definimos uma flecha inversa para cada

flecha de uma aljava.

Definigao 16. Seja ) uma aljava. Para cada elemento « : @ — b definimos a flecha inversa de
a, o b —a.

Definigao 17. Seja () uma aljava. Um passeio, ou um caminho nao orientado, de comprimento
[>1deaembdem Q é uma sequéncia

n m
Q...

com v; € {1,—1} para todo 1 < j <, s(a]') = a, t(e)') = b e t(a}j) = s(a}ff) para todo
1<j<l.

Definigao 18. Seja k um corpo e Q uma aljava. A algebra de caminhos kQ) de @ é a a k-algebra
cujo k-espago vetorial relacionado tem como base o conjunto de todos os caminhos (blo . .. a1]a)
de comprimento [ > 0 em @ e tal que o produto de dois elementos da base (bla;...a1la) e
(d|By ... B1lc) de kQ é definido por

(d|Br...prog. .. a1la) se t(ay) = s(B1);
se t(ay) # s(B1).

(dWT s B1|C)(b|0q - a1|a) =

O produto dos elementos das bases é entao estendido para elementos arbitrarios de kQ

por linearidade.
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Teorema 19. Se Q@ € uma aljava finita, entdo a dlgebra kQ € de dimensdo finita se, e somente

se, Q) ndo possuir circuitos orientados.

Prova. Provaremos este teorema demonstrando as contra positivas equivalentes das implicagoes.

Suponha que () possua um circuito orientado «, desta maneira os caminhos

n vezes

pentencem & base de k(@) para cada n € N, e portanto £Q) tem dimensao infinita.

Agora suponha que k(@) tem dimensao infinita, entao a sua base deve conter infinitos
caminhos, mas a aljava ) sé tem um numero finito de flechas, logo existirao caminhos de
comprimento tao grande quanto se desejar, o que s6 é possivel se o caminho for um circuito
fechado. O

Definicao 20. Seja Q uma aljava e kK um corpo. Denotamos por Jg o ideal de k(@) gerado por
todas as flechas de Q. Um ideal I de kQ é admissivel se existir um n > 0 tal que (Jg)" C I C

(Jo)*.
Algumas consequéncias desta definicao sao:

e Se () é uma aljava finita sem circuitos orientados,entao todo ideal de k() contido em
(JQ)? é admissivel;

e Se I é um ideal admissivel de kQ para alguma aljava @, entao existem um ntmero natural

n tal que todo caminho de k(@) de comprimento maior ou igual a n estd em I;

k
e Se () é uma aljava finita e I um ideal admissivel de k@), entao TQ é de dimensao finita

sobre k.

Definicao 21. Uma relacao p em ) é uma combinacao linear de caminhos de comprimento

maior ou igual a dois, todos eles com mesma origem e mesmo alvo.

Definigao 22. Um conjunto F contido em um ideal admissivel R de k@) é um sistema de relagoes

de R se E for um conjunto gerador de R e todo elemento de E for uma relagao.

Definigao 23. Uma aljava com relagoes (Q, R) é dada por uma aljava e um sistema de relagoes

de um ideal admissivel de kQ. A dlgebra de caminhos dada por uma aljava com relagoes (k, Q)

kQ

§ a dlgebra —.
¢ a dlgebra —

3 Introducao a teoria de Categorias e Funtores

Definicao 24. Uma categoria A consiste em:
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e uma colegao obj(A) de objetos;

e para cada par (A4, B) € obj(A) x obj(A), uma colecao A(A, B) de (homo)morfismos ou
flechas de A em B;

e para cada A, B,C € obj(A), uma aplicacao
A(A,B) x A(B,C) — A(A,C)
(f,9) = gof;
chamada composicao, satisfazendo o axioma:
para cada f € A(A,B),g € A(B,C),h € A(C,D), temos ho (go f)=(hog)o f;

e para cada elemento A € 0bj(A) um elemento 14 € A(A, A), chamado de identidade de A,

satisfazendo o axioma:

para cada f € A(A, B), temos folyg=f=1po f.

Usualmente denota-se
A € A para A € obj(A);
f:A— Bypara f € A(A, B);
gf para go f.

Se f € A(A, B), chamamos A de dominio de f, denotando por A = dom(f), e chamamos
B de codominio de f, denotando por cod(f).

Em Teoria de Categorias é usual a notacao em diagramas comutativos. Por exemplo,

dados objetos e aplicagoes (flechas) em uma categoria, dizemos que o diagrama

A B
h g
C$>D*]>E

é comutativo, ou que comuta, quando go f = joioh.

Definicao 25. Uma flecha f : A — B em uma categoria A é dita um isomorfismo quando existe

uma flecha g: B— Aem Atal que go f=14e fog=1p.

Nestas condicdes chamamos ¢ de inversa de f, denotando por ¢ = f~. Além disto, se

existe um isomorfismo entre A e B dizemos que A e B sao isomorfos, denotando por A = B.

Definicao 26. Sejam A, B categorias. Um funtor F': A — B consiste em:

e uma funcao obj(A) — obj(B) dada por A — F(A);
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e para cada A, A’ € A, uma funcao (A, A") — B(F(A), F(4’)) dada por f — F(f), satisfa-

zendo os axiomas:
F(f'of)=F(f')o F(f) sempre que f: A— A’ e f/: A" — A";
F(14) = 1p(a) sempre que A € A.

Funtores sao um tipo de morfismo, entao é natural esperar que existe uma nocao de

composicao entre eles. De fato, dados funtores
A-L-B-C%c
existe um funtor composto
A GoF C

definido por (G o F)(A) = G(F(A)) para todo A € Ae (Go F)(f) = G(F(f)) para todo
A, A e Aetodo fe A A.

Em uma categoria A também estd definido um funtor identidade
A2 A,

definido por 14(A) = A e 14(f) = f para todo A’ € A e todo f € A(A, A).

Com esta nogao de composigao entre funtores é possivel construir uma categoria na qual

0s objetos sao categorias e os morfismos sao funtores entre as categorias, denotada por CAT.

4 Equivaléncia de categorias e transformagoes naturais

Definicao 27. Sejam A, B categorias e sejam F,G : A — B funtores. Uma transformacao
natural o : F' — G é uma familia (ag : F'(A) — G(A))aea de flechas em B tal que para cada
flecha f: A — A’ em A, temos que:

ap o F(f) =G(f)oaa.
Equivalentemente, dizemos que o diagrama abaixo comuta.

P(f) F

F(A) (4)

oy b

As flechas a4 sdo chamadas de componentes de «.

Transformagoes naturais sao um tipo de aplicacao (flecha), entre funtores, entao é “na-
tural” esperar que existe uma nocao de composicao entre elas. De fato, dadas transformacgoes

naturais « : F — G e §: G — H, definida por (8o a)4 = 4 0 ay para todo A € A. Também
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ha uma transformacio natural identidade para qualquer funtor F', definida por (1p)a = 1p(a)

para todo A € A.

Com esta nocdo de composigao entre transformacoes naturais, dadas A, B categorias, é
possivel construir uma categoria na qual os objetos sdo funtores de A em B e os morfismos sao

transformacoes naturais entre os funtores, denotada por B4 e chamada de categoria de funtores.

Definicao 28. Sejam A e B categorias. Um isomorfismo natural entre dois funtores de A em

B é um isomorfismo em BA.

Definicao 29. Uma equivaléncia entre categorias A e B consiste em um par de funtores F' :

A— BeG:B— A com isomorfismos naturais ¢ : 14 > Go F e : FoG — 1p.

Neste caso dizemos que A e B sdo equivalentes e escrevemos A ~ B e dizemos que F e

G sao equivaléncias.

5 Categoria de representagoes de médulos e a equivaléncia com

a categoria de médulos

5.1 Categoria de representacoes de moédulos

Definicao 30. Seja (@, R) uma aljava com relagdes e k um corpo. Uma k-representagao de @
é dada por
V= ((Vi)iEQW (foc)aEQl)

onde para cada i € Qg, V; é um espaco vetorial de dimensao finita sobre k e para cada a € Q1

com « : a — b, f, é uma transformacao linear de V, em V}.

E necessério levar em consideracao as relagoes de (). Por isto, dada uma representacao
V = ((Vi)icQo» (fa)ac@,) € um caminho nao trivial de @Q, 8 = (jlay, ... aq]i), definimos V()

como a transformacao linear de V; em V; dada pela composta fq,, ... fa,-

Esta definicao pode ser estendida para uma combinagao linear de caminhos. Por isto, se

p= 26 Agf for uma relacao de ¢ em j, entao
Vp) = AV (8): ViV,
B
também é uma tranformacao linear, ji que é uma combinagao linear de transformagoes lineares
de mesmo dominio e mesmo contradominio.

Defini¢ao 31. Dizemos que a representagao V de @ satisfaz uma relacao p se V(p) = 0e V
satisfaz o sistema de relagoes R se satisfazer cada relagdo p de R. Uma representacao de (@, R)

é uma representacao de ) que satisfaz o sistema de relagoes R.
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Como nosso interesse é definir uma categoria de representagoes de (@, R) nos falta definir

morfismos entre estas representagoes.

Definigao 32. Dadas duas representagoes V' = ((V;)ico, (fa)acq.) € W((Wi)ico, (Ga)acq,) de
(@, R), um morfismo ¢ : V' — W é dado por uma familia de transformagdes lineares ¢ = (¢i)icq,

tal que para cada flecha « : ¢ — j o diagrama abaixo comuta:

i%‘ lff’j
W; 2 W
isto é,

d’jfoa = ga¢i-

A composicao de morfismo é definida coordenada a coordenada. Com isto temos a
categoria mod (@, R) com seus objetos sendo as representacoes de (@, R) e os morfismos dados

acima.

5.2 A equivaléncia entre mod(Q, R) e modA

k
Teorema 33. Seja (Q, R) uma aljava com relagoes, K um corpo e A a dlgebra fQ Entao as

categorias modA e mod(Q, R) sdo equivalentes.

Prova. Para mostrar a equivaléncia, precisamos encontrar funtores F' : modA — mod(Q, R) e
G : mod(Q, R) — modA tais que F'G = Idy,0q(0,r) € GF = Idmeda-

Primeiramente, definiremos o funtor F. Seja entao M € modA. Vamos definir a repre-
k
sentacao F'(M) € mod(Q, R). Para cada i € Qg seja V; = M, onde €, = ¢; + R € EQ Como
M é um moédulo finitamente gerado, segue que V; é um K-espago vetorial de dimensao finita.

Seja a € Q1, seja fo 1 Via) = Vi(a) definida por z — ax. Desta maneira f, estd bem
definida, pois se x € V(,), entao z = €,)m para algum m € M e portanto 0z = Q€yq)ym =

€(a)a@m € Vi(y). Como M é um A-médulo, segue que f, é uma transformacao linear.

Seja p = ZB Agf uma relagao em R de ¢ em j e suponha = oy, ...a;. Para z € V;,

temos

V(p)(z) =Y AsV(B)()
B
= Asfap - for (2)
3
= Z)\ﬁan...alx
3

= () _ APz
5
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pT
0,
e entdao v(p) = 0 para qualquer relagdo p € R. Desta maneira definimos a representagao de

M € modA como F(M) = ((€,M)icq,, (@)acq,) € mod(Q, R).

Seja ¢ : M — M’ um morfismo. Vamos definir F(¢) : F(M) — F(M'). Como ¢ é um
homomorfismo de médulos, temos que ¢(€;x) = €;¢p(x) pois € € A, entao definimos ¢; como

sendo a restrigao de ¢ a V;, portanto se a € Q1 com « : ¢ — j, temos

logo o diagrama abaixo comuta

fa

‘/’i >

b b

Jo
W; 2w,

<

Agora, definiremos o funtor G. Seja V = ((V;)i, (fa)a) € mod(Q, R). Consideremos o

k-espaco vetorial M = ®ier Vi, vamos definir uma estrutura de A-médulo em M.

Sejam m € M, m = (my,...,m;), m; € Vi, Qo = {1,...,7}. Vamos definir a agdo de
k@ em M. Para os caminhos triviais, definimos ¢;m como sendo a i-ésima coordenada m; de
m. Seja agora um caminho em @ de i em j. Pela definicao, V(8)(m;) é um elemento de V;
quando m; € V;. Definimos entdo Sfm como sendo o elemento de M com coordenadas dadas
por (fm); = §;;V(B)(m;), escrevemos também Bm = V(5)(m;). Além disto, se p € R, entao
pm = 0 jé que V satisfaz p. Finalmente, definimos Am = A\m para todo A € kQ. Desta maneira,

G(V) = M € mod <kg>.

Agora, seja ¢ = (¢;) : V = (Vi)is (fa)a) = W = (Wi)i, (ga)a). Como G(V) = @ier Vi
e G(W) = Djcq, Wi, definimos G(¢) naturalmente como sendo ¢ = (¢i;) : G(V) — G(W),

onde ¢;; = d;j¢;. Como ¢ é um morfismo de representagoes, segue que G(¢) é um morfismo de

E—médulos.

Segue da definigao que os funtores F' e G que FG = Id, 090 r) € GF = Idpoaa. Ou

seja, as categorias mod(Q, R) e modA sao equivalentes. ]

Em vista dessa equivaléncias, resultados sobre modA podem ser obtido através de suas
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representacoes e, através da aljava de A, é possivel compreender melhor como é a acao da dlgebra

A sobre os médulo da categoria modA.

Referéncias

ANDERSON, Frank W.; FULLER, Kent R.. Rings and Categories of Modules. Nova York:
Spring Verlag, 1991.

ASSEM, Ibrahin; SIMSON, Daniel; SKOWRONSKI, Andrzej. Elements of the Representa-
tion Theory of Associative Algebras. Cambridge: Cambridge University Press, 2006.

CAMERON, Peter Jephson. Introduction to Algebra. Oxford: Oxford University Press, 2008.

COELHO, Fl4vio Ulhoa Uma Introdugio & Teoria de Representagoes de Algebras. XII
- ESCOLA DE ALGEBRA, Diamantina. 1992, 63 p.

FAITH, Carl. Algebra: Rings, Modules and Categories I. Nova York: Spring Verlag,
1973.

FAITH, Carl. Algebra II: Ring Theory. Nova York: Spring Verlag, 1976.

LEINSTER, Tom. Basic Category Theory. Cambridge: Cambridge University Press, 2014.



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel

33




Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 39

Algoritmos direcionados a jogos digitais: aplicacoes em
inteligéncia artificial

Janaina Maria de Lima Gongalves
Universidade Estadual do Oeste do Parana
userjanaina@gmail.com

Flavio Roberto Dias Silva
Universidade Estadual do Oeste do Parana
frdsilva@yahoo.com.br

Resumo: O presente artigo contém os resultados finais do trabalho de ini-
ciacao cientifica voluntéria e tem por finalidade apresentar o desenvolvimento
da inteligéncia artificial em um jogo digital. Para isso, é necessario conhecer
as definicoes de inteligéncia artificial, como a fundamentacdao no mundo real e
o desenvolvimento para aplicagoes em jogos digitais. Com este conhecimento,
podemos construir algoritmos mais avangados e que poderao ser aplicados em
um jogo digital, como forma de aproximar os jogos digitas a realidade e uma
experiéncia unica.

Palavras-chave: inteligéncia artificial; algoritmos; jogos digitais.
1 Introducao

Este artigo busca apresentar os estudos para o desenvolvimento de uma inteligéncia
artificial, através de algoritmos que serao responsaveis pelo funcionamento de um jogo digital.
A principal motivacdo e relevancia para esse estudo é o crescimento tecnolégico atual, como a

evolucao dos jogos digitais cada vez mais refinados artisticamente e em termos de programacao.

Atualmente, existe uma preocupacao em aproximar as narrativas dos jogos digitais a
realidade. Diante disso, o desenvolvedor de um jogo, deve ter a preocupacao de gerar experiéncias
realisticas ao seu futuro jogador. Criando narrativas que podem ser vivenciadas pelo jogador de

maneira unica, assim sendo, uma experiéncia inexistente.

Os jogos digitais, se diferenciam em suas estruturas e, para cada uma, o desenvolvedor
deve pensar na inteligéncia artificial que devera ser implementada. Para isso, é preciso conhecer
e saber aplicar os recursos de inteligéncia artificial. Entao, é necessario ter algumas nocoes
basicas de programacao e conhecer a plataforma de criagdo de games, na qual serd desenvolvida

a implementagao. Com isso, pode-se desenvolver a ideia de como é o funcionamento de um jogo.
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2 Inteligéncia artificial

2.1 Definigoes

A Inteligéncia Artificial (IA) é o estudo de como fazer os computadores realizarem tarefas
em que, no momento as pessoas sao melhores. Esta definicdo varia ao longo de duas principais

dimensoes:

Pensamento e raciocinio vs. Comportamento

Desempenho humano vs. Racionalidade

Racionalidade, mede o conceito ideal de inteligéncia. Um sistema é racional se ele faz os

processos corretamente, dado o que ele sabe.

Estas propostas de definicdo geram tensao entre si pois umas sao centradas ao redor de
humanos e outras centradas ao redor de racionalidade. Uma proposta centrada em humanos deve
ser uma ciéncia empirica, envolvendo hipdteses e confirmagcoes experimentais. Uma proposta

racionalista envolve uma combinacao de matematica e engenharia.

Algumas definigoes de inteligéncia artificial e estudo sobre, que forem citados, sao base-

ados no livro de Norving e Russell (2002).

Agindo Humanamente

Comportamento vs. Racionalidade

O teste de Turing, proposto por Alan Turing (1950), foi projetado para prover uma
definigao satisfatéria de inteligéncia. Um computador passa no teste se um humano interrogador,
depois de colocar algumas questoes escritas, nao conseguir distinguir respostas do computador da
de pessoas. O computador deve ter as seguintes capacidades para passar no teste: processamento
de linguagem natural, representagao do conhecimento, raciocinio automatizado, aprendizado de

maquina.

O teste de Turing requer também do computado outras capacidades como: visao com-

putacional e robdtica.

Pensando humanamente: modelagem cognitiva

Pensamento e raciocinio vs. Desempenho humano

Para determinar para um programa como pensar humanamente, primeiro precisamos
determinar como humanos pensam. Existem duas formas de fazer isto: através de introspeccao

e através de experimentos psicoldogicos. Quando se tem uma teoria precisa o suficiente sobre a
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mente, se torna possivel expressar essa teoria como um programa de computador. Se as entra-
das e saidas do programa e o tempo dos comportamentos correspondem com comportamentos
humanos, é evidente que alguns mecanismos de programas podem também estar operando em

humanos.

Pensando racionalmente: leis do pensamento

Pensamento e raciocinio vs. Racionalidade

Aristételes foi um dos primeiros a tentar codificar o “pensamento correto”, que é o ra-
ciocinio. Seu silogismo tema padroes para estruturas de argumentos, que reproduzem conclusoes
certas quando sdo corretas as premissas. Estas leis de pensamento eram supostas a governar a

mente e com isso iniciou o campo logica.

Existe uma dificuldade nessas leis, uma vez que deve ser enunciadas em conhecimento

informal em ldgica e o recursos computacionais sao limitados.

Agindo racionalmente: agente racional

Comportamento vs. Racionalidade

Um agente racional é algo que age de forma a alcancar o melhor resultado ou, quando
em incerteza, o melhor resultado esperado. Agente tem vérias defini¢oes, mas com algumas das
caracteristicas: controle autéonomo, metas e planejamento, percepcao do ambiente, persisténcia

por periodo prolongado, colaboracgao, aprendizado e adaptacao.

A sua abordagem incorpora “leis do pensamento”, no entanto nao se limita a elas. As

habilidades necessarias de um agente devem ser detectadas com teste de Turing.

2.2 Fundamentos da Inteligéncia artificial

A inteligéncia artificial se fundamentou em diversas dreas do conhecimento, como serdo

mostradas a seguir:

Neurociéncia

Chips de computador podem executar instrugdes em nanosegundos, enquanto neurénios
sao milhoes de vezes mais lentos. A lei de Moore diz que o ntimero de transistores por polegada
quadrada dobra a cada 1 ou 1,5 ano. A capacidade do cérebro humana dobra a cada 2 a 4

milhoes de anos.
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Filosofia

A filosofia tornou a inteligéncia artificial concebivel, considerando as ideias que a mente
¢é de alguma forma como uma maquina, que ela opera sobre conhecimento codificado em alguma

linguagem interna, e que o pensamento pode ser usado para escolher quais agoes executar.

Matematica

A matemaética criou ferramentas para manipular declaractes de certezas logicas bem
como incertezas e declaragdes probabilisticas. Também configuraram a base para compreender
computagao e raciocinio sobre algoritmos. A decidibilidade: o que pode ser computado (Church

e Turing); tratabilidade: o que pode ser computado em tempo razoavel;

Economia

Formalizaram o problema de tomada de decisbes para a maximizacao de resultados, a

fim de alcancar os objetivos esperado pelo o administrador.

Psicologia

Na psicologia foi adotado a ideia de que humanos e animais podem ser considerados

maquinas de processamento de informacoes.

Engenharia da computacao

Os engenheiros de computacao proveram os artefatos que fazem as aplicagoes de TA
possiveis. Programas de IA tendem a ser grandes, e eles podem nao funcionar sem um grande

avanco na velocidade e memoria que a industria de computadores tem provido.

A inteligéncia artificial foi pioneira em muitos trabalhos na area da ciéncia da com-
putacao, como time sharing, interpretadores interativos, computadores pessoais com janelas e
mouse, ambientes de desenvolvimento rapido de aplicagoes, tipos de dados de listas encadea-
das, gerenciamento automatico de armazenamento e conceitos chaves de programacao simbdlica,

funcional, dindmica e orientada a objetos.

Teoria do controle e da cibernética

A teoria do controle trata com projeto de dispositivos que agem opcionalmente na base
de feedbacks do ambiente. Inicialmente, as ferramentas matematicas de teoria do controle eram

muito diferentes da IA, mas os campos estao ficando mais préximos.
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2.3 Agentes

Um agente é qualquer coisa que pode perceber seu ambiente através de sensores e agir
nesse ambiente por meio de atuadores. Um agente humano tem olhos, orelhas e outros 6rgaos
como sensores, € maos, pernas, boca e outras partes do corpo como atuadores. Um agente robo
pode ter cameras e localizadores infravermelho como sensores, e varios motores como atuadores.
Um agente de software recebe entradas do teclado, contetido de arquivos e pacotes de rede como
sensores de entrada e age no ambiente mostrando resultados na tela, gravando em arquivos e

enviando pacotes pela rede.

Dizemos que um comportamento de agente é descrito por uma fungdao de agente que

mapeia qualquer dada sequéncia de percepgoes para uma acao.

3 Inteligéncia artificial aplicados em jogos digitais

Nas subsecoes a seguir serao descritas algumas aplicacoes de IA em jogos digitais, citados
pelo autor Ribeiro et al. (2017).

Estratégia

O jogo de estratégia tem como caracteristica explorar as habilidades logicas de um joga-

dor. A inteligéncia em jogos de estratégia pode ser dividida em dois niveis:

e Navegacao de unidades: geralmente utilizado algoritmo de vida artificial, ou alguma

técnica que considere planejamento em tempo real.

e Planejamento estratégico: determina caminho de arvores, ritmos de producao,

frequéncia de ataques, deslocamentos e posicionamento.

Nestes niveis podemos encontrar métodos aplicados como: maquinas de estados combi-

nados com sistemas baseados em regras, permitindo ajuste de dificuldade e jogabilidade.

Do género estratégia, em destaque estao os jogos de tabuleiro, normalmente jogados por
duas pessoas, mas que podem admitir um nimero arbitrario de participantes. Como jogos de

tabuleiro mais populares podemos citar xadrez, damas, ludo e gamao.

O género de estratégia evoluiu de jogos de tabuleiro, como WAR, para os computadores.
Como os computadores sao capazes de anotar dados e dar informacgoes em tempo real para o
jogador, os jogos puderam atingir um novo grau de maturidade e dinamismo, tornando o género
unico.

Cronologicamente, os primeiros jogos de estratégia eram adaptagoes simples de jogos de
tabuleiro e, por isso, ainda mantinham a caracteristica de jogos baseados em turnos, ou seja,

cada jogador pode realizar suas acgoes separadamente, enquanto o outro jogador aguarda. Jogos



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 44

baseados em turnos permitem ao jogador analisar o impacto de cada um de seus movimentos,

olhar com cuidado o que seus oponentes estao fazendo e planejar meticulosamente as suas agoes.

Os jogos de estratégia em tempo real (RTS) empregam um modelo de inteligéncia arti-
ficial hierarquico tendo seus programas divididos em camadas de decisao de estratégia e tatica.
A camada de estratégica possui médulos de planejamento, usando arvores para navegacao entre
recursos, matrizes e processamento de imagens para localizacdo de problemas na formacao do
jogador ou mesmo partes do cédigo desenhadas para definir derrota ou vitéria. Ja a camada
tatica, pode-se basear em maquinas de estado, l6gica fuzzy e arvores de decisdo para definir

possiveis situacoes de ataque e defesa.

Sensoriamento do ambiente

A modelagem de percepgao é chave para a sustentagao da ilusao de atencao de um agente.
Estas modelagens tem o intuido de simular decisoes légicas dos sentidos, como audicao, visao e

olfato, de modo que um agente possa perceber um ambiente de forma similar a humana.

Estes eventos sao acionados porque os dados do jogo sao acessiveis pela inteligéncia
artificial, entregando aos agentes um sensoriamento onipotente. Isto acontece pela nao separacao
da percepcao x realidade. Para prevenir estas inconsisténcias, os sentidos dos agentes devem ser

filtrados, capacitando estes de forma consistente.

Path-Finding

Path-finding, ou simplesmente navegacao, é uma das aplicacbes mais corriqueiras em

jogos eletronicos.

Os métodos mais comuns de navegacao sao aqueles baseados em regras simples e com
caracteristicas reativas. Um exemplo deste tipo de mecanismo, conhecido como “crash and turn”

pode ser descrito pelas seguintes regras:

e Verificar se a préxima posicao em direcao ao alvo estd vazia; se estiver, mova-se.

e Senao, vire-se na dire¢ao cuja movimentagdo o coloque mais préximo de seu alvo. Se nao

houver uma escolha unica, selecione uma aleatoriamente. Mova-se

Os agentes adquirem a propriedade da navegagao sem que tenham qualquer conhecimento
prévio do terreno por onde deverao se movimentar, o que demonstra a auséncia da caracteristica
de aprendizagem. Este mecanismo pode, no entanto, ser estendido e sofisticado com o auxilio

de técnicas de IA para se tornar verdadeiramente inteligente.

Uma alteragao que proporciona uma significativa melhora no processo de navegagao ¢ a
introducao de uma memoria de mapeamento em cada agente. Através desta técnica, cada agente

mantém em memoéria um mapa que é construido a medida que se movimenta pelo terreno ou
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labirinto. Com isso, seu mecanismo de navegac¢ao pode ser incrementado com processos de busca

semelhantes aos vistos na se¢ao para selecionar previamente o melhor caminho rumo ao objetivo.

Num jogo digital o desenvolvedor dispoem de todas as informagbes que precisa para
definir o mecanismo de navegacao a ser empregado pelos agentes. Desta forma, possivel construir
um mecanismo relativamente simples e que “caga” seus alvos com precisao e eficiéncia absolutas.
Essa onipresenca de informacdes acerca do estado do jogo torna o uso do termo IA questionével,

porque nao estamos emulando um comportamento verdadeiramente humano em nosso agente.

Técnicas de IA, como a combinac¢do de um sistema especialista auto-alimentado com mo-
delos sensoriais, podem ser empregados em jogos que se proponham a simular o comportamento

dos agentes tal como o de seres vivos.

Combate

Uma situacao muito comum em jogos, principalmente nos de agao e estratégia, é a pre-
senca de combates entre grupos de entidades onde, em geral, tém-se entidades controladas pelo
jogador combatendo entidades computadorizadas. Nesses casos, os jogos precisam dispor de
mecanismos que permitam controlar a forma como as entidades computadorizadas irdo coor-
denar as acOes e cooperar entre si, visando o objetivo maior que é frequentemente vencer o
grupo inimigo. As entidades computadorizadas apresentam um comportamento aparentemente
inteligente e através de uma simples andlise, puramente empirica, é possivel identificar alguns

comportamentos basicos:

e Cobertura: quando uma entidade computadorizada estd recarregando sua arma, as de-
mais entidades fornecem cobertura, continuando a disparar contra o protagonista. Isso
ocorre também quando uma entidade inimiga esta “ferida”, situacao onde entidades mais
“saudaveis” tomam a frente do combate. Os inimigos tendem a se protegerem atras de
paredes, barris ou outros elementos do cendrio durante o combate e enquanto recarregam
suas armas a fim de evitar serem atingidos. Além disso, raramente os inimigos recarregam

suas armas ao mesmo tempo ou em momentos muito préximos.

e Recuo: entidades computadorizadas ocasionalmente recuam, principalmente em situagoes
onde detectam que estdo em desvantagem. Outra situagdo onde as entidades recuam é

quando estao feridas.

e Avanco: é caracterizado pelo aumento da agressividade e tomada de posicao realizada

pelas entidades computadorizadas quando detectam que estao em vantagem.

4 Algoritmos

Um algoritmo é qualquer procedimento computacional bem definido que toma algum

valor ou conjunto de valores como entrada e produz algum valor ou conjunto de valores como
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saida. Portanto um algoritmo é uma sequéncia de passos computacionais que transformam a

entrada na saida.

Um algoritmo é dito correto se, para cada instancia de entrada, ele para com a saida
correta. Um algoritmo incorreto pode nao parar em algumas instancias de entrada, ou entao
pode parar com outra resposta que nao a desejada. Estes algoritmos incorretos podem ser 1teis,

se sua taxa de erros pode ser controlada.

Um algoritmo pode ser especificado em linguagem comum, como um programa de com-
putador, ou mesmo como um projeto de hardware. Estas defini¢oes foram citadas por Cormen
et al. (2002).

4.1 Algoritmos aplicados em inteligéncia artificial
Algoritmos de navegacao

Os algoritmos de busca de caminho podem ser divididos em:

e Busca cega: é aquela em que o agente nao tem conhecimento do cenario tendo apenas
como indicador do caminho a sua frente os sensores e uma funcao objetivo que dita o

melhor passo;

e Busca informada: o agente tem informacao do ambiente em que se encontra, podendo
formular uma solugao, conectando o ponto de origem ao ponto de destino de forma mais

certa;

Os algoritmos de navegacao fazem parte de uma area mais desenvolvida e subdividida

em um nivel mais alto de abstracao Path-Finding e Obstacle Avoidance.

Algoritmos genéticos

Usam uma abordagem inspirada no processo de selecao natural e tentam imitar esse
processo para evoluir até encontrar uma solucao préxima e tima para o problema. Assim como

o processo de evolugao humana, passam por etapas, citados em Branco et al. (2013) como:
e Heranca: durante o processo de geracao da proxima geracao alguns genes sao herdados
do “pai”’ou da “mae”, portanto de forma aleatéria é selecionada a origem de cada um.

e Mutagao: alguns genes apds o processo de heranca formando o descendente candénicos

sao modificados para aumentar o fator aleatério da proxima geragao.

e Selecao: segundo uma funcao objetivo que dita o quao bom uma solucao é, alguns des-

cendentes sao eliminados ou selecionados.
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e Cruzamento: assim como no processo de mutacao alguns genes foram modificados, na
etapa de cruzamento de cromossomos uma fatia do mesmo é trocada com outro cromos-

SOmao.

Algoritmos genéticos sao uteis quando ¢ dificil prever as interacoes entre o conjunto
de parametros que regula o comportamento dos agentes e o mundo do jogo. No entanto, é
necessario um bom esforco de tempo em modelagem e principalmente simulacao para alcancar

bons resultados.

5 Metodologia

Para o desenvolvimento deste artigo foi realizada uma extensa revisao bibliogrifica em
livros digitais, artigos cientificos publicados com temas semelhantes e sites de internet. Foi

realizado uma filtragem de informagoes, com o objetivo de apresentar informagoes concretas.

O passo seguinte foi a leitura e entendimento pleno do assunto para a dissertacao e

desenvolvimento desse artigo

6 Conclusao

O desenvolvimento da inteligéncia artificial é altamente importante em um jogo digital.
Determinara se o jogo serd denominado bom e de qualidade. Para isso, o desenvolvedor necessita

de modelos e sistemas simples.

No entanto, o desenvolvedor deve conhecer os principais algoritmos de I.A., mas nao é
necessario sempre utiliza-los em todos os seus projetos. Deve apenas saber qual serd o melhor

algoritmo para um determinado momento.

Contudo, os avancos da inteligéncia artificial é um processo lento, gerando criticas aos
seus desenvolvedores. Porém, o campo de pesquisas para avangos é muito grande e pode ser

melhorado muito futuramente, promovendo cada vez mais a imersao nos jogos.
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Resumo: Em muitas &dreas do conhecimento e em diversos problemas impor-
tantes tais como problemas computacionais, estruturais e econémicos hé ne-
cessidade de se realizar operagoes (entre elas o cdlculo da matriz inversa) com
matrizes de ordem elevada, o que pode vir a ser uma tarefa drdua. Computa-
cionalmente falando, o elevado nimero de operagoes aritméticas envolvidas
no processo e o acumulo de erros de arredondamento pode nos levar a uma
resposta totalmente equivocada, que invalidam todo trabalho. Assim valer-se
mao de um algoritmo que diminua consideravelmente o niimero de operacoes
¢ de grande importancia para a realizacao dos processos. Pretende-se neste
breve trabalho apresentar uma maneira, associada a uma particao em blocos,
de calcular a inversa de uma matriz nao singular.

Palavras-chave: Particao em Blocos; Matrizes simétricas; Matriz bloco
diagonal.

1 Introducao

Na contemporaneidade, existem diversas situacoes cotidianas envolvendo um agrupa-
mento ordenado de informacGes em forma de tabelas ou quadros, na matematica, os denomi-
namos por matrizes. O conceito de matriz é comumente utilizado para resolucao de sistemas
lineares de n equagoes e m incégnitas. Um sistema linear pode ser visto como um conjunto
finito de equagoes lineares, cuja solucao é uma sequéncia finita de niimeros. Esses sistemas sao
utilizados na resolucao de problemas das mais diversas areas do conhecimento: engenharia, fisica
e até mesmo economia. Na engenharia civil, por exemplo, os problemas relacionados a projetos
de estruturas metélicas exigem a resolugao de um sistema de equacodes lineares, no qual a matriz
dos coeficientes deve ser invertivel para que a estrutura nao colapse. Quanto mais complexa a
estrutura, maior serd o nimero de equagoes e varidveis do sistema, logo maior serd a matriz dos
coeficientes e consequentemente o processo para encontrar a sua inversa demandard um maior
trabalho.

Quando trabalhamos com matrizes de ordem elevada reescrevé-las como um conjunto
de submatrizes, adequadamente construidas, podera facilitar consideravelmente a utilizacao da
matriz original em operagoes de adicao, multiplicagao e o calculo de sua inversa, quando esta
existir. Trabalhar com as matrizes particionadas em blocos, isto é, reescritas como um conjunto

de submatrizes adequadas, diminuird consideravelmente o ntimeros de operagoes envolvidas no
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processo de resolucao do problema. Esta diminui¢ao no nimero de operagoes nao deve ser vista
como benéfica apenas por reduzir consideravelmente os cdlculos, mas principalmente pelo fato
de quando trabalhamos com sistemas “mal condicionados” - sistemas nos quais uma pequena
diferenca num coeficiente causa uma grande mudanca nos resultados - o acimulo de erros de
arredondamento, ocorridos nas operagoes de multiplicacdo e divisao, pode nos levar a uma

resposta inaceitavel, como por exemplo a nao existéncia da matriz inversa que se esta procurando.

Neste sentido, este trabalho pretende apresentar o conceito de particao de uma matriz
em blocos, destacando uma técnica para determinar matrizes inversas associada a particdo em
blocos. O trabalho estd dividido em 3 partes. Primeiramente relembramos alguns conceitos e
propriedades de matrizes uteis para o desenvolvimento do trabalho. Posteriormente, definimos
particao de uma matriz e apresentamos algumas propriedades importantes. Finalmente, na
dltima secao apresentamos um algoritmo para determinacao da inversa de uma matriz nao

singular particionada em blocos.

2 Preliminares

Podemos entender uma Matriz como sendo uma tabela ordenada, com elementos em n

linhas e m colunas. Assim uma matriz A do tipo n X m, pode ser representada como se segue:

all e A1m,
a1 e a2m,
A=
An—1)1 -+ Qn-1)m
L [07%%] e Apym i

Visto que, qualquer matriz A é representada por elementos ordenados em n linhas e m
colunas, nota-se facilmente a possibilidade de existéncia de diversos tipos de matrizes como linha,
coluna, nula, diagonal, entre outras. Neste trabalho focaremos em algumas matrizes especiais,

as quais serao definidas a seguir.

Definigao 1 (Matriz Quadrada). Denomina-se de matriz quadrada, uma matriz A do tipo nxm

em que n = m, ou seja, o numero linhas é igual ao nimero de colunas.

O determinante é o nimero associado a uma matriz A, xn, o0 qual se pode definir como
sendo a soma de n! parcelas, em que cada parcela é formada por n fatores. Sendo que em cada

fator temos um, e somente um, elemento de cada linha e coluna.

Definicao 2. Se A é uma matriz quadrada inversivel, entao det[A] # 0, caso contrario det[A] =
0.

Defini¢ao 3 (Matriz Diagonal). Denomina-se de matriz diagonal,uma matriz A = [a;;] em que

todos os elementos a;; em que 7 # j sao nulos.
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Definigao 4 (Matriz Identidade). Denomina-se de matriz identidade I, a matriz A = [a;;] em
que todos os elementos do tipo a;; com ¢ = j tem valor numérico igual a 1 e se ¢ # j entao

aij =0.

Defini¢ao 5 (Matriz Triangular). Denomina-se de matriz triangular, uma matriz A,, = [a;;]
em que todos os elementos a;; com i = 1,...,n e j = 1,...,n situados de um dos lados da

diagonal principal sao nulos.

Definigao 6 (Matriz Inversa). Se dada uma matriz A, x,, existir By xyn, tal que AB = BA = I xp,
dizemos que A é inversivel, B é a inversa de A, I é o elemento neutro da multiplicagdo de matrizes,

e denotamos B = A~!. Se ndo existir B dizemos que A é singular, ou seja, ndo inversivel.

Observagao: Se AB = BA = I,,«x,, entao A é também inversa de B.

No trabalho com niimeros reais a e b, tem-se sempre que ab = ba, o que se denomina de
comutatividade da multiplicagao. Entretanto, para matrizes, esta igualdade nem sempre existe,
visto que esta pode falhar por trés razoes. Pode ocorrer do produto AB estar definido, mas o
produto BA nao, isto ocorre quando a matriz A é do tipo n x m e a B é do tipo ¢ X p com
m # ¢, neste caso, ndo se pode definir o produto BA visto que para o produto ser valido é
necessario que o nuimero de colunas da primeira seja igual ao nimero de linhas da segunda.
Outro problema possivel é que mesmo os produtos AB e BA estando definidos, estes podem ter
tamanhos diferentes, por exemplo, se A é uma matriz 3 X 5 e B uma matriz 5 x 3 AB # BA.
Também, mesmo com os produtos AB e BA definidos e de mesma ordem ao menos um de seus

elementos podem ser distintos.

Isto posto, podemos ter AB = I, mas BA # I. Nesse caso, dizemos que B é a inversa
de A a direita, se for o contrario, ou seja, BA = I e AB # I entdo B serd a inversa de A a

esquerda.

No entanto encontrar a inversa de uma matriz pode ser uma tarefa ardua dependendo de
sua ordem. Visto que em muitos problemas se trabalha com matrizes de ordem elevada, como
citado no primeiro exemplo, logo é grande interesse valer-se mao de alternativas que diminuam
este trabalho. Para estes casos pode-se fazer uso da particao em blocos, a qual consiste em
reescrever a matriz original como um conjunto de submatrizes ordenadas adequadamente. Isto

possibilita uma minimizagao do trabalho nas operagoes com a matriz.

Para calcular a inversa de uma matriz é necessario lembrar ter em mente o teorema a

seguir.

Defini¢ao 7. Uma matriz A é singular se det[A] = 0, caso contrario serd nao singular, ou seja,
det[A] # 0.

Proposicao 8. Uma matriz A de ordem n ¢é inversivel se ela € ndo singular.

Proposicao 9. A inversa de uma matriz, se existir, € unica.

Prova. Sejam B e C, matrizes de ordem n X n, inversas de uma matriz A, x,. Entao

BA = AC = I, xn
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Lembrando que a propriedade associativa é valida nas operagoes com matrizes, temos:
B = Bl,xn = B(AC) = (BA)C = Iyxn =C
O
Um algoritmo comumente utilizado para a determinacao da inversa de uma matriz nao
singular, utiliza-se do conceito de cofator, o qual ver-se-4 a seguir.

Proposicao 10. Seja A uma matriz de ordem n e Adj[A] a matriz adjunta de A, isto é, a
transposta dos coafatores. Entio A.Adj[A] = det[A]I.

Note que, tomando como hipétese que A~ existe, tem-se que:
ATY A Ad[A]) = A7 (det[A]T)

(A7 A)Adj[A] = det[A](A™'T)
T Adj[A] = det|A]JA™1, como por hipétese A é inversivel entdo det[A] # 0. Portanto

1
det[A]

Adj[A] = A7?

Assim, para calcularmos a inversa de uma matriz, com este método, teremos que primeiro

definir o conceito de cofator.

Definicao 11. Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n, denominamos cofator ou menor comple-
mentar do elemento a;; o determinante de ordem n — 1, retirado de A, eliminando-se a linha e

a coluna em que estd situado o elemento a;;.

Definicao 12. Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n, chama-se de complemento algébrico de um
elemento a;;, o determinante obtido pelo produto (—1)itJ D;; onde D;; é o menor complementar

do elemento a;;.

Definigao 13. Denomina-se de matriz dos cofatores de A, e indicamos por A’, a matriz cujos

elementos sao os respectivos cofatores dos elementos da matriz A.

Definicao 14. Denomina-se de matriz adjunta, a transposta da matriz dos cofatores de A,
denotada por Adj[A].

1 4
Exemplo 15. Seja A = 5 3 o cofator do elemento 3 é 1, pois (—1)2*2 % (1) = 1. De fato,

basta desconsiderar a linha 2 e a coluna 2 em que o elemento 3 se encontra e realizar o produto

de (—1)?*2 pelo determinante da submatriz resultante.

Note que det[A] = —5, logo A é nao singular. Além disso a matriz dos cofatores de A

sera:
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E ainda tem-se que a matriz dos cofatores transposta é:

3 —4
adj|A] =
Al =1,
Assim a inversa de A é dada por:
Al -1] 3 -4
o | -2 1

De fato, se fizermos AA~! teremos a matriz identidade.

3 Particao em blocos

Nesta secao iremos introduzir o conceito de particio de uma matriz em blocos. Para
se compreender uma particdo em blocos de uma matriz é necessirio retomar o conceito de
submatriz, o qual diz que dada uma matriz A = [a;;](: = 1,2,...,m;j =1,2,...,n) denomina-
se submatriz de A, qualquer matriz formada pelos elementos pertencentes a um certo ntmero

de linhas e a outro certo ntimero de coluna de A.

Definicao 16. Diz-se que uma matriz A estd particionada em blocos se as submatrizes que
constituem cada bloco forem resultantes da divisao dessa matriz em linhas e colunas consecutivas.

Essa divisao é feita por linhas horizontais e verticais, inseridas entre cada submatriz.

Assim, uma particdo em blocos para uma matriz A, 4 x 5, é dada abaixo,

ail a2 @13 | a4 a15
a1 a2 a3 | ax az | | Bu B

a3y azz as3 | az4 ass Bs1  Bas

a41 Q42 A43 | A44 Q45

Vale ressaltar, que na particao em blocos, nao podemos reescrever a matriz original de uma
forma qualquer, pois é necessario considerar todos os elementos das linhas e colunas que estao

sendo separadas. Nao podemos considerar como particdo uma divisdo de A da forma:

a1l a2 aiz | a4 ais

G21 Q22 a3 | A24 | 25

a31 az2 az3 | az4 ass

a41 Q42 Q43 | Q44 Q45

Podemos concluir que se uma matriz A estd particionada em blocos B;;,1 < i < m;

1 < j < n os blocos B;1, By, ..., Bj, apresentam o mesmo ntmero de linhas e as submatrizes

Bij, Baj, ..., By, apresentam o mesmo nuimero de colunas. Deste modo, se A é m xn e a
T S

submatriz B;; possue ordem p; X ¢;, entao E pi=me E ¢; =m, em que r e s S0 0 numero

=1 i=1
de blocos em cada coluna e cada linha, respectivamente.
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As operacbes com matrizes na forma particionadas sdo definidas de maneira andloga as

definidas para matrizes apresentadas a forma tradicional, por exemplo:

e Dada uma matriz, A para a qual se definiu uma particdo, sua matriz transposta, AT,
na forma particionada, terd como submatrizes as transpostas das submatrizes de A, por

exemplo, se

ail | a12 a13
A= = | Bu1 B2
ag1 | a22 a23
entao ~
ai; a1 BT
AT _ _ 11
=1 a2 ax | =
BT
12
a1z aszs
ail a2 b1 b2 . . _
e Se A= , B = e se a;;j e bj; sao de mesma ordem, Vi, j, entao
a1 G2 ba1  bao

b b
A+ B— air + 0611 a2 + 012

a1 + ba1 a2 + bao

e Podemos também considerar o produto de duas matrizes particionadas em blocos. Por
a11b11 + ai2bi2
az1b11 + agzba

a1 a2 b11

exemplo, se A = e B=

] entdao AB =

a1 G2 bo1

Outras formas de particdo podem ser consideradas desde que se tome o cuidado com as
condigoes exigidas pelas operagoes, por exemplo, para somar matrizes particionadas em blocos é
necessario que estas tenham o mesmo tamanho. Também podemos pensar no produto, nesse caso
deve-se particionar as matrizes de forma conveniente a existéncia dos produtos que se fizerem

necessarios.

Ainda em analogia aos conceitos usuais também pode-se definir matriz bloco triangular
(superior e inferior) e matriz bloco diagonal. = Uma matriz na forma particionada (quadrada
na forma particionada) é dita bloco triangular superior (inferior) se, e somente se, os blocos Bj;
com i < j (i > j) s@o iguais a matriz nula. E, é dita bloco diagonal se, e somente se, os blocos

B;j com i # j sao iguais a matriz nula.

Assim, as matrizes A, B e C' do exemplo que segue sao, respectivamente, matriz bloco

triangular superior, bloco triangular inferior e bloco diagonal.

A App
0 Ay

B 0
Bo1 Bas

C11 0
0 Ca

) )

Propriedades tais como as descritas abaixo continuam valendo quando trabalhamos com

matrizes particionadas em blocos.

e Uma matriz triangular é inversivel se e somente se nao apresentar elemento nulo na sua

diagonal principal;

e O determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos da diagonal principal.
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4 Inversa de matriz particionada em blocos

Objetiva-se nesta secao encontrar a inversa de uma matriz nao singular utilizando uma

particao em blocos conveniente.

Podemos reduzir o problema de encontrar a inversa de uma matriz nao singular qualquer
ao problema de encontrar a inversa de uma matriz nao singular e simétrica, pois o problema da
determinagao da inversa de uma matriz qualquer pode ser reduzido a obtencao da inversa da
matriz AT A, a qual é sempre simétrica. Vejamos: Se A é nao singular, AT A também o seré e
A7l = (ATA)71AT,

Teorema 17. Teorema Seja A = [a;;], n X n, simétrica, ndo singular e particionada da maneira

que seque,
A | A2
A9y | Ago

)

com A1 nao singular. Entao,

Al +BC'BT | -BC!

A7t =
(_Bc—l)T ‘ C—l

em que B = A1_11A12 eC = A22 — Ang.

Prova. O Problema pode ser considerado a partir da do sistema de equacgoOes lineares, n X n,
S:AX =Y, em que X é o vetor, n X 1 das incégnitas do sistema. Como A é nédo singular, ou

seja, inversivel, temos que X = A~'Y.

Consideremos a particao abaixo para o sistema AX =Y. Com Aj; nao singular.

X ]
X, |

em que Ai; é uma matriz de ordem k e X7 e Y7 sdo vetores k x 1. Consequentemente Aqo é

An ‘ Ar
Aoy ‘ Ao

Y;
Yo

)

kx (n—k); A1, (n— k) x k, é A],, uma vez que A é simétrica; Aoz é de ordem (n —k) e X5 e

Y5 sao vetores (n — k) x 1.

Que ¢é equivalente ao seguinte sistema de equagoes,

AnXys + ApXes =Y
A Xy + AnXy = Y,

Da equagao A11 X1 + A9 Xe = Y] temos que, X1 = Al_llYl - A1_11A12X2

Substituindo X7 na equacao Az X7 + A2 Xs = Y, temos, (A — A21A1_11A12)X2 =
Yo — Ay A Y7

Tomando B = Al_llAlg e C = Ay — Ay B, temos, se C for inversivel, Xo =
(=BC™HTY; 4+ C~1Y,. De onde segue que X; = (A7} + BCT'BT)Y; + (-BC~1)Ys.
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Assim podemos escrever,
X1
Xo

A7l =

Al + BC'B' | -BC™!
(-Boy | o

E, portanto, )
A+ BC'BT | -BC!
(_Bc—l)T ‘ -1 ’

O]

Este Teorema pode ser visto como um algoritmo para se encontrar a inversa de uma

matriz:

e Dada a matriz A = [a;;], n X n, se possivel, considerar a seguinte particdo, desde que Ai;
seja nao singular:

ajl e a1k (Il(k+1) e QAin
asi ‘oo asgk a2(k+1) ‘e aon
A All A12
- (27751 cee ALk ak(k+1) cee QAken, - A A
21 22
Ak+1)1 -+ Ok+Dk | Ak+1)(k+1) -+ Uk+1)n
L anl cee ank an(k+1) cee Ann ]

e Determinar Al_ll;
e Considerar A7' e A1 para obter B = A Aqa;
e Utilizando Agg, As1 € B obter C' = Aoy — Ao B;

e Determinar, se possivel, C~!, —BC~' ¢ BC'BT,;

Finalmente, obter Aﬁl +BC'BT.

Deve-se ressaltar alguns aspectos a respeito deste procedimento,

e A necessidade de ter como hipéteses a inversibilidade do Ay; e de C;

e Muitas vezes é conveniente estabelecer k = n — 1, pois assim C = Ass se reduz a um

escalar, e se esse escalar for diferente de zero é inversivel.
e Quando a matriz A for bloco diagonal temos que B =0 e C' = Asy e neste caso temos

Al o

Al =
0 | Ay
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10 011
010 21
Exemplo 18. SejaA=| 0 0 1 0 1 |,encontre A~! por meio de uma particio em blocos.
12 010
11101

Resolugao

Este problema permite tomar-mos alguns caminhos diferentes para sua resolugao. Assim

duas formas de resolucao serao expostas a seguir.

A primeira refere-se a tomar uma particdo conveniente, mencionada na exposicdo do
algoritmo, visto que esta facilita processos computacionais, pois torna Ass um escalar. Assim

temos:

A = ; Alg = jAor=11 1 1 0};1422:[1}

= o O =
D O = O
o = O O
= o N =
O = =

Entao seguindo o raciocinio do algoritmo, temos que calcular Ail, mas por ser uma
matriz de ordem 4 x 4 devemos particiona-la novamente de forma conviniente, afim obter sua

inversa tal como segue:

B = :Bio= 1 2 ;lez[l 2 0];3222[1}

o O =
oS = O
= O O

Como B é a matriz identidade I3y3, temos que sua inversa é Bl_l1 = Bjy1. Assim resta
calcular D e E. Segundo o algoritmo D é dado como D = Bl_llBlg, visto que B1_11 é a matriz

identidade temos que D = Bis.

Além disso, ' = Bos — B21 B, logo

1 1
4
-1 _ —1 _ 1
_DE'=(~1)| 2 [T}_ L
0 0
1 11
4 _ 4 2
~DET'D" =] 1 {]1 2 o}z 3 1
0| 0 0
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Por fim, tem-se:

1 1 3 —1
100 11 3 2o
—1 —1nT —
By +DE™D =10 10|+|-|3 1 =13 0 0
00 1 0 0 0 0 1
Assim

A

-1 —1nT -1 —1 1

4 = | A +DEID -DETM] S0 0 4

(-pE-H)T | B 0 0 1 0

1 L 9 =t

4 2 4

Logo resta determinar B e C para encontrar A~!. Pelo algoritmo, temos que B = A1_11A12

entao:
3 —1 1 1
1 35 0 3 1 1
—1 1 —1
=L 0 0 1 1 =1
B = A1_11A12 — 2 2 — 2
0 0O 1 0 1 1
1 1 —1 3
1 3 0 7 0 1

e C = Ay — A1 B, como B = Ajs e Ay = 1 temos que:

c=[1]-|[1 110

S = =
|
| —
—
| I
|
| —
w
—_
|
| —
|
[\
| I

Assim resta determinar C~', —BC~!, BC™'BT e A1_11 + BC~'BT para se ter A~!. Note que
C ¢ inversivel, pois det[C] # 0, e a inversa de C é O~ = _71, visto que CC~! = I. Ainda,

! ;

1

~BC7! = (-1) 1 [ =L } - ;

0 0
(-BCHT=[4 5 4 0]

-1 2 -4 -3 4

Outra maneira de solucionar o problemema, refere-se a tomar uma partigao, tal como se

segue: ) )
1 0 01 1
01 02 1
A=10 0 1|0 1
1 2 01 0
11 110 1
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Como Aj; é uma matriz identidade sua inversa é a prépria matriz identidade. Logo
para obter a inversa de A resta encontrar B e C, para entao determinar as relagoes expostas na

primeira resolucéo, ou seja, obter se possivel C~', —BC~!, —BC~'BT ¢ Afll +BC'BT.

Temos que B e C sao:

—4 -3
-3 -2
No que te C é inversivel, pois det[C] = —1 # 0, portanto:

|2 -3
S| -3 4

Assim, podemos obter as relacoes restantes, tal como segue:

1 -1 0 1 -1 1 -1 1
-BC'=| -1 2 [;-BC'B"=| 1 0 2 |;A'+BC'B"=|_-1 1 -2
3 4 12 -4 1 -2 5

Portanto a inversa de A é

[ Ant+BCBT | —BC!

A
(_Bcfl)T ‘ Cfl

=11 -2 5 3 -4

302 0 O
917 0 O
) ) 101 0 O 1 )
Exemplo 19. Seja a matriz A = encontre A7 a partir de uma
000 1 0 -2
000 -2 1 -3
| 000 -1 0 3 |

particao em blocos.
Resolucao

Note que, é conveniente tomar uma particao tal que se obtenha uma matriz de bloco di-

30 2 0 00 1 0 =2
agonal. Assim temos A13 =9 1 7 |,4A12=41=]10 0 0| edAyx=| -2 1 -3
1 0 1 0 0 0 -1 0 3

Seguindo o raciocinio do algoritmo amostrado neste trabalho, temos que: B = A1_11A12
e, como Ajp = 0 entdo B = 0 portanto, o termo Ao da matriz A~! serd nulo. Analogamente

como o termo Aoy da matriz inversa é escrito como (—B.C™1)T e B = 0 temos que Ag; = 0.

Logo para encontrar a inversa de uma matriz de bloco diagonal, basta calcular a inversa

da matriz A1y e a inversa de C', o qual serd escrito como C' = Ags visto que B = 0.
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3 0 2
Entao, temos que calcular a inversa de 413 = | 9 1 7 |. Pelo método das operacgoes
1 01
1 0 -2
elementares temos que: Afll =1 -2 1 -3
-1 0 3
3 0 2
Analogamente calculando-se a inversa da matriz C' = Agy tem-se: Ay) = | 9 1 7
1 01
1 0 -2/0 0 0]
-2 1 =3/0 0 0
Portanto, a inversa da matriz A é A~ = —10 31000
0 0 013 0 2
0 0 01917
0 0 0|1 0 1]

Note que, Aq1 é a inversa de Ay e vice versa, visto que A1 A2 = AsgA1y =1

5 Conclusao

O trabalho apresenta um conceito geralmente nao explorado numa primeiro abordagem
de Algebra Linear, seja em curso de graduagdo em matematica ou engenharias: particao de
uma matriz em blocos. Cabe ressaltar que em muitas situagoes praticas é necessario realizar
operagoes matriciais com matrizes de ordem elevada. No entanto em diversos casos a maioria
dos valores numeéricos sao iguais a um ou zero, formando assim submatrizes que correspondem a
matriz identidade ou a matriz nula. Assim utilizar particao em blocos para encontrar a inversa

simplifica bastante os calculos.
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Resumo: O presente artigo apresenta as caracteristicas béasicas da game
engine Unity 3D.
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1 Introducao

Neste artigo serao introduzidos os conceitos da programacao na Unity 3D, sua utilizagao e
as suas principais funcoes e caracteristicas de layout. A Unity possui um layout simples e suporte
a varias linguagens de programacao, além de possuir caracteristicas especificas de programacao,
o que facilita toda a implementacao e organizacao de scripts. Nesta linha de desenvolvimento,

um outro conceito importante que serd introduzido é a de programacao orientada a objetos

(POO).

Em relacao a linguagem de programacao, a Unity 3D disponibiliza algumas opcoes,
entre elas, o UnityScript que é uma linguagem derivada do JavaScript e o C# do Microsoft.
No desenvolvimento do nosso trabalho utilizamos a linguagem C# que possui caracteristicas
sélidas de orientagao a objetos e melhoram a estruturacao do cédigo. Nessa linha, o conceito de
algoritmo e POO foram estudados seguindo Deitel e Deitel (2003), Stellman e Greene (2008) e

Microsoft (2017) para utilizar os recursos da Unity.

2 Unity 3D

Unity 3D é um software de criacao de jogos ou como é conhecido, motor de jogos. Nele
existem varias ferramentas especificas, que vao desde a utilizacao de arte para a criacao de
cendrios, até a construgao das estruturas e rotinas para o armazenamento de dados, como citado

nos documentos da Unity (2017).

A arquitetura da construcao e programacao do jogo é organizado da seguinte maneira:

Cena — Game Object — Componentes.
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Uma cena é uma simulagao computacional de um espago 3D onde é montado o jogo
digital. Dentro de uma cena, os objetos distribuidos, tais como, modelos 3D, luzes, cameras,

objetos vazios, estes sao denominados Game Objects.

Nos Game Objects sao anexados componentes, os quais sdo conjuntos de algoritmos

responsaveis por todas as interacoes dentro do jogo. Sao exemplos de componentes:

e Transform: Todo Game Object tem um transform e este é responsavel pela posicao,

rotagao e escala do objeto.

e Collider: O colisor, como o préprio nome diz, é responsavel pelas colisoes dentro da cena

de jogo.
e RigidBody: Componente responsdvel por simular a fisica dentro dos jogos.

e Scripts: Nossos scripts sdo conectados aos objetos de jogo como componentes.

2.1 Interface

A Unity apresenta uma interface simples e dinamica. Abaixo sao listadas algumas opgoes

da interface:

e Hierarchy: lista todos os Game Objects presentes na cena atual;

e Scene: nessa aba temos uma representacao visual da cena atual, possibilitando fazer

edigoes nos Game Objects;

e Game: essa aba mostra uma visao da camera do jogo, essa é a visao que o jogador tera

quando iniciar o jogo;

e Project: essa aba mostra uma pasta no computador onde sao guardados todos os elemen-

tos adicionais do jogo;

e Inspector: lista os componentes do Game Object selecionado. Podemos aqui editar

alguns campos especificos dos componentes;

e Toolbar: a barra de ferramentas é composta por controles basicos. Cada um relacionado
com diferentes partes do editor. A esquerda possui ferramentas basicas para manipular
a vista de cena e objetos dentro da cena. No centro estao os controles de play, pause e
passo. Os botoes do lado direito, darao acesso a Unity Cloud e sua conta da Unity, seguido
de um menu de visibilidade da camada e, finalmente menu de layout da Unity. A barra
de ferramentas nao é dinamica e é a tunica parte da interface da Unity que nao pode ser

reorganizado;

3 Ul

O sistema Ul permite criar interfaces de usudrio rapida e intuitiva.
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3.1 CANVAS

O canvas € a drea onde todos os elementos de interface sao filiados, ele também é um game
engine e tem em anexo um componente que também se chama canvas Hierarchy. O primeiro
filho é desenhado primeiro, o segundo filho a seguir, e assim por diante. Se dois elementos Ul

se sobrepuserem, o ultimo aparecera em cima do anterior.

Para alterar qual elemento aparece em cima de outros elementos, simplesmente reordene
os elementos na hierarquia arrastando-os. A ordem também pode ser controlada a partir de

scripts usando estes métodos no Transform.

3.2 LAYOUT

Ferramenta utilizada para posicionamento de elementos de interface do usuario. Abaixo

serao listados alguns itens que compoem o Layout:

¢ FERRAMENTA RECT: Essa ferramenta se dd por meio de um retangulo que pode

ser manipulado na Scene View usando uma ferramenta Rect na barra de ferramentas.

e RECT TRANSFORM: E uma transformacgao do componente que € utilizado para todos
os elementos de interface em vez de regular o componente Transform do elemento. O Rect
Transform tem posicao, rotagao e escala, mas também tem uma largura e altura utilizada

para especificar as dimensoes do retangulo.

e PIVO: Rotagoes, tamanho, e modificagao de escala ocorrem em torno do pivoé de modo
que a posicao do pivo afeta o resultado de uma rotagao, redimensionamento ou dimensi-
onamento. Quando o botao da barra de ferramentas Pivot estd configurado para o modo

Pivot, o pivo de um Rect Transform pode ser movido na Scene View.

e ANCORAS: O Rect Transform inclui um conceito de layout chamado ancoras. Ancoras
sao mostrados como quatro pequenas algas triangulares na Scene View e as informagoes

da ancoras também sao mostradas no Inspector.

3.3 COMPONENTES VISUAIS

Com a introducao do sistema de interface do usuario, novos componentes foram adicio-
nados que o ajudam a criar funcionalidades especificas de GUI. Esta se¢ao abordaré os conceitos

basicos dos novos Componentes que podem ser criados.

e IMAGE: Uma imagem tem um componente Rect Transform e um componente Image.
Um sprite pode ser aplicado ao componente Image sob o campo Target Graphic e sua cor
pode ser definida no campo Color. Um material também pode ser aplicado ao componente

Image.
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e RAW IMAGE: O componente Image toma um sprite, mas Raw Image tem uma textura
(sem bordas etc). Raw Image sé deve ser usado caso seja necessario. Caso contrério, a

imagem serd adequada na maioria dos casos.

¢ MASK: Uma méascara nao é um controle de interface visivel, mas sim uma maneira de
modificar a aparéncia dos elementos filho de um controle. A madscara restringe (ou seja,
"madscara”) os elementos filho & forma do pai. Assim, se o filho é maior do que o pai, entao

apenas a parte do filho que se encaixa dentro do pai serd visivel.

3.4 Animacao

A animagao permite que cada transigao entre estados de controle seja totalmente animada
usando o sistema de animagao da Unity. Este é o mais importantes dos modos de transigao devido

ao numero de propriedades que podem ser animadas simultaneamente.

e FLUXO DE TRABALHO: O sistema de animacao da Unity baseia-se no conceito de
Clips de Animagao, que contém informagoes sobre como certos objetos devem mudar sua
posicao, rotacao ou outras propriedades ao longo do tempo. Cada clip pode ser pensado

como uma unica gravacao linear.

Os Clips de Animacao sao organizados em um sistema de fluxograma estruturado cha-
mado Animator Controller . O controlador do animador funciona como uma ”Maquina
de Estado”, que mantém o rastreio do clipe que deve estar a ser reproduzido atualmente

e quando as animacoes devem mudar ou misturar-se.

Um controlador de animador muito simples pode conter apenas um ou dois clipes, por
exemplo, para controlar um spin-up e salto de energia, ou para animar uma porta abrindo
e fechando na hora correta. Um controlador animador mais avancado pode conter dezenas
de animacoes humanas para todas as acoes do personagem principal e pode se misturar
entre varios clipes ao mesmo tempo para fornecer um movimento fluido a medida que o

jogador se move em torno da cena.

¢ CONTROLE DE ANIMAQAO : Quando vocé tem clipes de animacao prontos para
usar, vocé precisard usar um controlador de animador para reuni-los. Um asset Animator
Controller é criado dentro Unity e permite que vocé mantenha um conjunto de animacoes

para um personagem ou objeto.

Na maioria das situagoes, é normal ter varias animacoes e alternar entre elas quando de-
terminadas condigoes de jogo ocorrerem. Por exemplo, vocé pode mudar de uma animagao
de caminhada para um salto sempre que a barra de espago é pressionada. No entanto,
mesmo que vocé tenha apenas um unico clipe de animagao, vocé ainda precisa colocé-lo

em um controlador de animagcao para usa-lo em um objeto de jogo.

O controlador gerencia os varios estados de animagao e as transigoes entre eles usando uma
chamada maquina de estado, que poderia ser pensada como uma espécie de fluxograma ou

um programa simples escrito em uma linguagem de programagao visual dentro da Unity.
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e JANELA DE ANIMATOR : A secdo principal com a grade cinza escuro é a area
de layout. Vocé pode usar esta area para criar, organizar e conectar estados em seu
controlador de animagao. Vocé pode clicar com o botao direito do mouse na grade para
criar novos nés de estado. Use o botao do meio do mouse ou Alt / Opgao para arrastar a
vista ao redor. Clique para selecionar os nos de estado para editd-los e clique e arraste os

noés de estado para reorganizar o layout da maquina de estado.

O painel esquerdo pode ser alternado entre a visualizacao Parametros e a vista Camadas. A
exibicao de parametros permite que voceé crie, visualize e edite os parametros do controlador
do animador. Estas sao variaveis que vocé define que atuam como entradas na maquina de
estado. Para adicionar um parametro, clique no icone Plus e selecione o tipo de parametro
no menu pop-up. Para apagar um parametro, selecione o parametro nas listas e pressione

a tecla apagar.

4 Conclusao

Nesse artigo vimos varias da principais caracteristicas da Unity. Listamos alguns dos
seus principais recursos dando atencao especial ao Ul, interface do usuario e animacgoes. Ao fim,
concluimos que a Unity oferece uma game engine de extrema qualidade que pode fazer jogos e
aplicativos para as principais plataformas do mercado. Possibilitando a quase qualquer pessoa

fazer jogos eletronicos com suas proprias ideias.
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Resumo: Este artigo apresenta um estudo acerca da transposicao didatica
no ambito escolar. Trata-se de uma revisao bibliografica, que utiliza como
referencial tedrico o conceito de transposicao didatica de Ives Chevallard.
Apresenta-se também uma reflexao sobre o uso do livro didatico, conside-
rando que esse material deve ser apenas um apoio pedagdégico e nao o tnico
material diddtico a ser utilizado nas salas de aula.

Palavras-chave: Transposi¢ao Didatica; Conceito; Livro Didatico.
1 Introducao

O processo de transformacao de um saber cientifico em um saber ensinado é complexo e
pode envolver diversos sujeitos, os quais podem vir a produzir objetos de ensino, como € o caso
do livro didético. Yves Chevallard (1991) nomeia este processo de Transposi¢cao Diddtica. Este
autor ressalta que o saber que chega até a sala de aula nao é explorado como foi produzido e
estudado em um contexto puramente cientifico. Esse saber passa por processos de transformagoes
que implicam uma mudanca significativa para que o saber possa ser ensinado de acordo com o
conhecimento leigo do alunado, chamada pelo autor de “roupagem didatica”. Entende-se que
essa “roupagem didatica” é necessaria pelo fato de que a comunidade escolar tem objetivos

diferentes da cientifica.

O papel da ciéncia é responder as questoes que o contexto histérico social faz transfor-
mando em novos conhecimentos e saberes. Alguns desses saberes sao repassados nas escolas
por meio de ensinamentos que sao socializados nas instituicoes de ensino. Neste momento a
transposicao diddtica cumpre seu papel, o qual visa uma nova forma de explanar os contetidos
escolares com base na ciéncia, de forma que esses novos saberes atendam a compreensao ainda

inocente dos alunos e permitam o seguimento de etapas totalmente distintas.

Podemos perceber que uma das ferramentas bésicas e muito utilizada nas Instituigoes
de Ensino é o livro didatico. Este é um instrumento que pode auxiliar o professor a transpor
os conhecimentos mais importantes criando uma ponte de transposicao para que o conteudo

cientifico se torne mais compreensivel para os alunos.

A pesquisa serd bibliografica tendo como principal referencial teérico Yves Chevallard
(1991) e seu trabalho sobre a Transposicao Didética, mais especificamente sobre a Didatica da

Matematica sob a influéncia da didética francesa.
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2 Sobre a Transposicao Didatica

Chevallard (1991) ressalta a transposicao didatica em um campo muito amplo. Ele
apresenta a Didatica da Matematica como tema central de seus estudos, afirmando que esta seja

uma ciéncia, e que:

Um contetido de conhecimento que foi designado como saber a ensinar sofre
desde entao um conjunto de transformacoes adaptativas que o tornam adequado
para ocupar um lugar entre os objetos de ensino. O “trabalho” que transforma
de um objeto de conhecimento para ensinar em um objeto de ensino é chamado
de transposigao diddtica. (CHEVALLARD, 1998, p.45).

Para Chevallard (1991) a transposicao didatica realiza-se por meio da “invisibilidade”,
ou mesmo, por uma “esfera pensante” a qual ele préprio deu o nome de Noosfera. Podemos
ainda compreender segundo este autor que a Noosfera pode ser vista como uma instituicao
formada por pesquisadores, docentes, especialistas e técnicos, ou de outra forma, membros de
estudos que sejam ligados e que interajam com outras instituicbes pelo mesmo objetivo, entre

eles, definir quais os saberes que deverao ser ensinados em sala de aula.

Segundo Pais (2011),

O resultado da influéncia da noosfera condiciona o funcionamento de todo o
sistema didatico. O trabalho seletivo resulta nao s6 na escolha de conteudos,
como também na definicao de valores, objetivos e métodos, que conduzem o
sistema de ensino. (PAIS, 2011, p. 19).

Chevallard (1991) coloca o professor como um transformador do saber cientifico por meio
do trabalho interno da transposicao. Nesse processo, o docente assume o papel de negociar com
os alunos a forma de transmitir os conteudos curriculares cientificos em contetidos em que os

alunos tenham acesso, podendo ser compreendido, ensinado e aprendido.

Segundo Menezes (2006),

O professor veste uma nova roupa no saber, criando um texto didatico o qual
estard impregnado pela relagao do saber transformado e preparado para ser
explanado aos alunos e pela subjetividade que o saber cientifico por sua vez
tras pelo fato de ser observado e pesquisado ao longo do tempo. (MENEZES,
2006, p. 85).

Portanto, tal analise nos faz compreender que o docente como sujeito da pesquisa, adquire
a funcao de transformador do conhecimento cientifico para o saber escolar repassado para os

alunos (CHEVELLARD, 1991).

Outra questao que Chevallard (1991) ressalta é a forma com que os professores usam
certos termos para fazer a transposicao diddtica, o que em alguns casos acaba por descaracterizar
os conceitos, confundindo os alunos. Um exemplo disso seria o conceito de reta e segmento
de reta, no qual ao explanar esse contetido o professor refere-se a “reta” e ilustra no quadro
“segmento de reta”, de modo que pode confundir os alunos, pois reta é infinita e segmento de
reta é parte de uma reta, determinado por um ponto inicial e um ponto final. Desta forma,

podemos perceber que o professor, ao fazer a transposicao, descaracteriza os conceitos. Por isso
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que o pesquisador francés enfatiza que o professor deve usar o termo “vigilancia epistemoldgica”,
para que nao aconteca uma distor¢ao dos verdadeiros significados das palavras, provocando uma

deformacao no contetido na tentativa de traspor didaticamente aos alunos.

3 O trabalho com o Livro Didatico

O trabalho com o livro didatico nos dias de hoje vem sendo um tanto que debatido em
todas as escolas em nosso pais, assunto que causa polémica entre os docentes, pois a0 mesmo
tempo em que encontramos livros de qualidade, temos ainda livros com defasagem no contetido,

que geram consequéncias no momento em que é feita a transposicao didatica.
Segundo Bastos (2004),

Por entendermos que o livro didatico deve ser visto como um instrumento
auxiliar do processo ensino-aprendizagem e nao como fim do processo, se faz
necessario que seja um texto que, além de respeitar o desenvolvimento cognitivo
do aluno, nao apresente conceitos errados e nao reduza a mateméatica a um
conjunto de regras e definigdes sem ligacdo 16gica entre si. (BASTOS, 2004, p.
01).
Os livros didaticos, os quais foram chamados de manuais didaticos por muito tempo,
transcrevem fatos histéricos culturais, politicos, econémicos e sociais que sdo vivenciados em
determinado momento histérico da humanidade. Essa forte influéncia faz com que as obras

sofram constantes mudancas por parte das concepgoes educacionais.

E notério que o livro didatico é de suma importancia na pratica pedagdgica do educador,
porém o mesmo deve ser apenas um apoio pedagdgico e nao o Unico material didatico a ser
utilizado. E com base nessa dependéncia dos educadores com relagao aos livros didéaticos que se
deve visar uma formacao para os mesmos com o intuito de proporcionar autonomia para planejar
suas aulas, sem a necessidade de estarem vinculados totalmente com o livro didatico. Dessa
forma, a contribuicao serd ainda maior para que a qualidade da aprendizagem seja garantida,

assegurando a formacgao dos educandos como seres pensantes e autéonomos.

Sabe-se que na disciplina de Matemaética, o livro didatico é o principal instrumento de
apoio para o embasamento tedrico em sala de aula. Essa pratica nao é de hoje e vem sendo
culturalmente repassada ao longo dos anos na histéria da educacao brasileira. E comum vermos
alunos transcreverem paginas e mais paginas de livros matematicos tidos como tinico e verdadeiro

ao realizarem atividades tedrico-praticas.

Lima (2001) aponta que o livro didatico é uma rica fonte de referéncia com que o pro-
fessor de Matematica conta para organizar suas aulas, e até mesmo para firmar seus conhe-
cimentos. Porém, revela que a andlise de livros diddticos de Matematica deve ser adequada
a trés componentes bésicos: a Conceituacao: que compreende a formulacdo de definigoes, o
enunciado de proposicoes, o estabelecimento de conexées entre os diversos conceitos, bem como
a interpretagdo e reformulagdo dos mesmos sob diferentes aspectos; a Manipulagdo: que é de
carater algébrico que diz respeito & habilidade no manuseio de equacoes, férmulas, operacgoes

e construgoes geométricas elementares; e a Aplicacdo: que é o emprego de nogoes e teorias da
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Matematica em situacoes que vao de problemas triviais a questoes mais sutis provenientes de

outras areas, sejam elas cientificas ou tecnoldgicas.

De acordo com o autor percebemos que ao utilizar o livro didatico, seja de Matematica
ou de qualquer area, o professor deve fazer uma andlise referente ao mesmo e os conteudos que
estao sendo abordados, para assim preparar sua aula de forma a conseguir fazer a transposicao

didética, explanando o conteido da maneira mais compreensivel para seu alunado.

4 Consideracoes finais

Este estudo nos permitiu compreender que o conhecimento transmitido em sala de aula
nao é o mesmo que é produzido e adquirido por meio da ciéncia, mas que essa ultima colabora
diretamente para que o primeiro possa de fato acontecer. Porém, é sé apds um longo processo
de transformacao, deformacao e, consequentemente, uma nova formacgao, que o conhecimento é

moldado para ser repassado aos educandos.

Sendo assim, a vigilancia epistemoldgica deve ser constante, com o intuito de garantir
as adaptacoes necessarias para o enfrentamento dos obstaculos que os professores encontram

perante o processo de ensino-aprendizagem.

Em sala de aula, durante a explanacao dos conteidos, os professores devem analisar o
que os livros didaticos trazem de forma a transformar o saber cientifico em um saber escolar, de

acordo com a realidade dos alunos.

Portanto, nesse processo de adequacgoes dos contetdos, os docentes irao planejando
também a forma mais adequada de repassar tais conteidos, sem perder a esséncia de suas

fungoes, o conhecimento.

No que diz respeito ao uso do livro didatico, concluimos que é responsabilidade do pro-
fessor decidir o uso que fara do livro didatico e se confiard cegamente na transposicao didatica
do autor. Acreditamos que o mais recomendéavel seria que o professor avaliasse o processo de
transposicao didatica escolhido pelo autor e adequasse-o a sua prépria transposicao, a qual deve

incluir a transformagao e adequacao dos conteudos respeitando a realidade de seus alunos.

Durante esse trabalho, pudemos perceber o quanto o assunto é abrangente, e que a

transposicao didédtica deve ser fonte de pesquisas futuras.
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Resumo: Esse artigo tem como objetivo discutir as relacoes entre as con-
cepgoes filoséficas da Matematica e o ensino de Matematica e a identificacao
de tendéncias para auxiliar no processo de ensino e de aprendizado e nas
praticas do professor nestes processos. O artigo também aborda a presenca
e implicagoes dessas concepgoes na formagao do professor de Matematica.
Percebe-se que ha diferentes modos de conceber a Mateméatica, modelos que
se desenvolveram ao longo da Histéria mas que carregam tragos de siste-
mas filoséficos existentes na Antiguidade. Tais modelos ainda influenciam o
trabalho e o ensino da Matematica de hoje.

Palavras-chave: Ensino de Matematica; Formacao do professor de Ma-
tematica; Concepcao de Matematica.

1 Introducao

Neste artigo abordamos a importancia da clareza na concepcao filoséfica do saber ma-

tematico para a formagao do professor de Matematica e para a sua pratica pedagogica.

A fim de estabelecer uma relacdo fundamentada entre a concepcao de Matemédtica do
professor e a sua forma de ensino, quais influéncias esta recebe daquela, buscaremos definir

alguns conceitos que fornecerao subsidios para ampliar a compreensao.

Primeiramente, discorremos sobre a Matematica e sobre o trabalho desenvolvido pelo
matematico. Posteriormente, tecemos consideragoes sobre o professor e suas maneiras de ensinar

Matematica.

2 Sobre a Matematica

As concepcoes mateméticas que tem relacdo com as correntes filoséficas, como destacou
Davis e Hersh (1985), podem ser caracterizadas em trés tendéncias filoséficas: Platonismo, For-
malismo e Construtivismo. A Matemaética pode ser vista como a ciéncia que lida com sentencas

que possuem o formato de hipétese - deducao - conclusao.



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 74

Estas tendéncias embasaram trés grandes escolas filosoficas: a escola Logicista, a For-
malista e a Intuicionista, analisando os principais pontos e as principais caracteristicas de cada

uma dessas concepgoes.

A partir do estudo das trés tendéncias fundamentais na concepg¢ao histérica, Platonismo,
Formalismo e Construtivismo, das trés escolas filoséficas, a Logicista, a Formalista e a Intui-
cionista, surgem algumas categorias que subdividem as tendéncias filoséficas matematicas, que

sdo: A tendéncia Formalista Clédssica, Empirico Ativista, Formalista Moderna, e a Tecnicista.

Davis e Hersh (1985) apontam como tendéncias que fundamentam concepgdes histéricas
o Platonismo, Formalismo e Construtivismo. De acordo com a concepcao histérica platonica, os
objetos matematicos sao ideias puras e acabadas e a existéncia é radicalmente objetiva e inde-
pendente do conhecimento sobre eles. Na concep¢ao Formalista se vé possibilidade de organizar
toda a Matematica Classica em um sistema formal consistente e completo, utilizando axiomas,
definigoes, teoremas e demonstragoes. Nesta concepgao Formalista, a ideia era a formalizacao
de todos os objetos matematicos. De acordo com a visao Construtivista nao se deve repassar
informagbes para serem memorizadas, o construtivismo defende que é necessario que as ideias
sejam consolidadas a partir da descoberta, das proprias pesquisas dos sujeitos com o meio, au-
mentando a capacidade de pensar e analisar informagoes. De acordo com a visdo construtivista
da Matemadtica, as ideias devem ser concebidas por meio de estimulos e esse instinto de busca

deve ser algo natural e automatico.

Muitos estudiosos consideram que essas tendéncias sao extremos opostos que apresentam
concepgoes que sozinhas nao funcionariam muito bem, logo precisa-se encontrar o equilibro entre
todas elas para que de forma harmonica, realmente funcione a aplicacao pratica de algo que na

teoria aparenta ser muito funcional.

Temos ainda um fato importante que pode interferir nas praticas pedagogicas do pro-
fessor, que é a subjetividade, esta, estd sempre impregnada na forma de pensar e, consequente-
mente, se manifesta em suas praticas. Vamos ressaltar ainda as diferencas entre o professor de
matematica e o matematico, pois hd uma grande diferenca entre esses “personagens”, a qual,

geralmente, é desprezada.

Outro aspecto a ser considerado é o conceito de epistemologia do professor. Como
sao estruturados os conceitos de determinada disciplina e quais as influéncias epistemolégicas
do préprio professor, sua relacdo com o transmissor do conhecimento, analisando entao sua
postura pedagdgica, a didatica e a compreensao do que é ensinado. Veremos ainda porque a
visao epistemoldgica é considerada necessaria para compreensao do processo de formalizagao da

matematica como ciéncia.

Sobre o conceito de aprendizagem matemaética, veremos os fatores que a conceituam, as
diferencas entre o saber e o conhecimento matematico, e ressaltar que apesar de termos diferentes
essas duas ideias sao totalmente conjuntas e devem ser exploradas ao mesmo tempo para que se

possa obter o resultado desejado.
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3 Implicagoes na maneira de ensinar

Tendo em vista as diversas concepcoes filoséficas, pode-se discorrer sobre diferentes pra-
ticas educativas. A partir dessa ideia observa-se uma vastidao de concepcoes diferentes, todas
fundamentadas em argumentos validos, fato que faz com que esse tema tome grande complexi-
dade no contexto educacional. A Matematica se traduz por meio do trabalho do matemaético:
criacao de conceitos, descoberta de teoremas e demonstragoes, sistematizados por uma redacao

véalida para uma comunidade especifica.

O saber matematico se constitui de nogoes objetivas, abstratas e gerais, mas a construcao
da objetividade parte da subjetividade e de novas descobertas com muitos estudos e demons-
tragoes, muitas tentativas e erros, reformulactes até chegar ao resultado necessario, sendo sua

busca principal a generalidade, algo que nao deixe dividas e que vale para qualquer caso.

O trabalho do professor de matematica apresenta grande influéncia do trabalho do ma-
tematico, apesar de serem praticas totalmente diversas possuem uma forte ligagdo. Enquanto o
professor tenta contextualizar de forma clara para a maior compreensao de seus alunos e busca o
saber educacional e a evolugao do conhecimento de seus alunos, o matematico em suas pesquisas

sempre mantém a generalidade e busca o saber matematico.

A epistemologia é o estudo da evolucao das ideias centrais e estd diretamente ligada a
construcao e formagao de conceitos, geralmente, estd ligada a disciplina cientifica especifica. A
epistemologia da matematica é constituida pelo estudo da evolugao de seus conceitos, como por
exemplo os conjuntos numéricos. Tendo clara essa ideia pode-se concluir que a epistemologia do
professor é correspondente a disciplina trabalhada e a sua epistemologia. Logo, isso envolve a

postura pedagdgica, a didatica, a compreensao do que é ensinado, de métodos e valores.

A aprendizagem matematica tem em vista a exposicao e o estimulo da busca pelo conhe-
cimento do aluno, despertar o instinto investigativo, a curiosidade, o querer e procurar apren-
der/saber, induzir ao raciocinio l6gico e investigativo. A tendéncia matematica da resolugao de
problemas pode ser implementada neste ponto, pois a mesma tem papel significativo quando
se fala em investigar, ja4 que essa metodologia faz com que o aluno desperte a curiosidade por
determinado contetido e busque as respostas procuradas a partir de estimulos provocados pelo

seu professor.

De acordo com Pais (2011), a diferenca entre o saber e o conhecimento pode ser visto
como o saber estando relacionado ao plano histérico da producao de uma area disciplinar e o
conhecimento é visto como mais proximo ao fenémeno da cognicao. Com essa diferenciacao
pode-se concluir que o saber cientifico é sua adequacao o contexto académico, e que também
tende a ser despersonalizado e mais associado ao contexto histérico e cultural, do que aos desafios

pessoais da aprendizagem.

O saber matematico refere-se a uma ciéncia que tem suas teorias estruturadas em um
préprio contexto, independente de uma validacao pessoal e isolada. Apresenta também um
processo de elaboragao da objetividade, que se traduz pelos procedimentos valorizados pelo
método légico dedutivo. (PAIS, 2011).
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O conhecimento se refere a dimensao individual e subjetiva, sendo mais presente o carater
experimental e pragmético do que o aspecto tedrico e racional. Por maior que seja o dominio

cognitivo sobre o conceito, nao é possivel identificar o conceito com sua representacao mental.

Na Educacao Matematica estao presentes tracos da influéncia de aspectos epistemolégicos
na pratica pedagodgica, isso é conhecido como contagio epistemoldgico, por ser consequéncia de
uma influéncia administrada pelo professor. Isso deixa visivel uma desordem entre a relagao
pedagdgica, ao objeto de estudo da didéatica e ao saber cientifico, isso nao ocorre somente em
relacdo ao rigor, mas também as caracteristicas como generalidade, abstragao, objetividade e

formalidade.

Fiorentini (1995) estabelece categorias que subdividem as tendéncias, uma delas é a
tendéncia Formalista Classica, a qual caracteriza-se pelo modelo euclidiano, que utiliza uma
sistematizacgao logica do conhecimento, a partir de elementos primitivos, defini¢oes, axiomas e
postulados. O objeto central é o professor, ele é o transmissor e expositor do conhecimento, a

aprendizagem do aluno é passiva e consiste na memorizacao por meio de repeticoes.

De acordo com a tendéncia Empirico Ativista, como destaca Fiorentini (1995), o professor
deixa de ser o foco principal, e passa a ser orientador e facilitador da aprendizagem, o aluno
passa a ser o centro de aprendizagem, o uso de materiais manipulativos passa a entrar em pauta,
juntamente com o trabalho em grupo. Para os empirico-ativistas o conhecimento matemaético
emerge do fisico e é extraido pelo homem por meio dos sentidos. Euclides Roxo foi um dos
principais pensadores desse movimento, no Brasil ele contribuiu para a unificar a Matematica e

também para formular as diretrizes metodolégicas do ensino da Matematica.

A tendéncia Formalista Moderna tinha em seus principios unificar trés campos funda-
mentais da Matematica: teoria de conjuntos, estruturas algébricas e relagoes e fungoes. Dando
énfase aos aspectos légicos. Quanto a relagao professor-aluno e ao processo de aprendizagem
nao houve mudancas significativas. (FIORENTINI, 1995).

A ultima das tendéncias, aqui mencionada, é a Tecnicista. Esta vertente tem por objetivo
tornar a escola eficiente e funcional e aponta para solucao de problemas de ensino e aprendi-
zagem o emprego da pedagogia oficial do regime militar que era inserir a escola nos moldes de

racionalizagao do sistema de producao capitalista.

A visao epistemoldgica é considerada como necessaria para compreender como se compos
o processo de formalizagdo da Matematica como ciéncia e possiveis implicagOes para a area de
seu ensino. As trés grandes escolas filoséficas do Formalismo, Intuicionismo e Logicismo da
Matematica tiveram contribui¢des e implicagoes significativas para o ensino. Cada uma das
trés escolas, apresentavam adeptos de renome, os quais procuravam defender a esséncia de cada
uma, apresentando uma nova compreensao de como deveria ser a Matematica restruturada, e as
implicacoes dessas grandes escolas filos6ficas no ensino da matematica como destaca Loureiro e
Kliiber (2015).

Os mesmos autores ressaltam que a escola do Logicismo visava reformular toda a ma-

tematica e reescrevé-la somente através de simbolos 1égicos, em linguagem simbdlica, tinha como
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objetivo torna-la uma ciéncia sem contradicoes, reduzir a matematica em termos légicos. Apoi-
ava, demonstrar analiticidade de determinada proposicao a partir das leis gerais da légica. O Lo-
gicismo foi o ponto de partida e base para o desenvolvimento e formulagao da logica matematica
moderna e para o desenvolvimento de um segundo grupo de matematicos que, contrariamente

aos logicistas, procuraram sistematizar a matematica, partindo sempre da intuicao.

A escola Intuicionista na contramao do pensamento logicista, tinha por objetivo re-
formular a Matematica desde seus fundamentos, partindo sempre da intuicao, os axiomas, os
teoremas, enfim, toda a matematica deveria ser reconstruida, defendiam a existéncia de obje-
tos matemadticos somente quando esses pudessem ser dados por construcao, que algo abstrato
SO existe pela criacdo da mente humana. Assim a intuicao, vinda dos atos de conhecimento
préprios dos estados mentais dos sujeitos, conceitos, valores e sentimentos assumiria o papel de
trazer a verdade das proposicoes matemaéticas, nao se restringindo somente a observacao do que
é exposto através dos sentidos no mundo externo, mas sim da razao introspectiva. (LOUREIRO;
KLUBER, 2015).

A escola Formalista tinha como principal intengéo transformar toda a matemética
cldssica em um sistema formal consistente e completo, utilizando demonstracées procedendo
a axiomatizacao de toda Matemadtica. O seu principal objetivo é provar as ideias matemaéticas
livres de contradicoes, a Matematica se tornaria livre de paradoxos e contradicées e, quando ela
pudesse ser reescrita com demonstracoes rigorosas em um sistema formal, se estabeleceria como

verdade.

4 Implicagoes na formacao do professor

O ensino da Matematica passou por muitas mudancas durante toda sua histéria e isso se
reflete diretamente na formacao dos professores na atualidade. Pode-se perceber claramente ao
compararmos a Escola Tradicional com a Escola Nova, sendo que a escola tradicional nao possuia
essa visao de estimular a reflexao das agoes nas atividades realizadas no processo pedagogico,
ja a escola nova defendia o intuito de quebrar esses paradigmas, ou seja, um enfoque maior ao

aprendizado, utilizando diferentes ferramentas ou técnicas.

Disciplinas ligadas a Filosofia, Psicologia, Sociologia e Historia Educacao s6 passaram
a compor a grade curricular de cursos de licenciaturas a partir de 1969. Mas somente houve
a consolidacao em 1996 com a "nova” LDB. Porém, as discussoes sobre Educagao Matematica
somente se consolidaram em 1988 com a cria¢ao da Sociedade Brasileira de Educagdao Matematica
(SBEM).

Durante todo o processo de formacao o futuro educador esta em contado com todas as
concepgoes e formas de ensino, elas estao sendo apresentadas constantemente de formas distintas
em diversas disciplinas de forma que o profissional adote aquela que se familiarizar melhor e que
se encaixe melhor na sua pratica pedagdgica. Espera-se que o professor obtenha clareza sobre
esses conceitos para que consiga aplica-los da maneira correta para transmitir claramente todos

os conteudos necessarios e de forma que todos os alunos tenham oportunidade de se apropriar
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desses conhecimentos.

A Educacdo Matemaética é composta por processo educativo da mesma forma que os
demais e tem por objetivo aquilo que é apresentado pela Lei de Diretrizes e Bases da Educacao
Nacional, (LDB, N° 9.394 de 1996) em seu artigo 2°, 9 é “[...] o pleno desenvolvimento do
educando, seu preparo para o exercicio da cidadania e sua qualificacao para o trabalho” como
destaca Brum (2012).

5 Ensino de matematica no Brasil

Estudos envolvendo relacoes aluno-professor-saber matematico estao sendo cada vez mais
valorizados e reconhecidos como parte importante para a Educacao Matematica, mas esses
aspectos dindmicos dessas interacoes nem sempre foram assim, passaram por um longo processo

histérico de transformacao.

O ensino de Matematica no Brasil apresentava formas e ideias da Tendéncia Formalista
Classica, até o fim da década de 50, caracterizado especialmente pela Matematica Cléassica,

modelo Euclidiano e a concepcao platonica de Matematica.

Em oposicao a Escola Tradicional Classica surge a Tendéncia Empirico-Ativista na qual
o professor deixa de ser elemento principal e se torna um mediador/orientador entre o aluno e o
conhecimento matematico, levando em consideracao o desenvolvimento psico biolégico do aluno.
Teve Fuclides Roxo como um de seus grandes defensores no campo do ensino da matematica.
No Brasil essa tendéncia contribuiu significativamente para a Reforma Francisco Campos (1931)
e também no surgimento dos livros didaticos com ilustracoes como uma forma de comunicacao

visual.

A Educacgao Matematica brasileira passou por um periodo de maior atencao com a rea-
lizacao dos cinco Congressos Brasileiros de Ensino de Matematica e pela participagao de professo-
res brasileiros no Movimento da Matematica Moderna que visava a reformulacao e modernizacao
do curriculo escolar. A proposta concreta da implantagao dessa Tendéncia Formalista Moderna
comecou a tomar forca no Brasil por volta da década de 60, tomando forca com a fundacao do
GEEM (Grupo de Estudantes da Educagao Matemaética).

A Tendéncia Tecnicista possui sua fundamentacao no Behaviorismo, teve forte presenca
no periodo entre a década de 60 e o final da década de 70. Dentro dessa tendéncia é possivel ob-
servar suas variagoes: o tecnicismo pedagoégico, o tecnicismo mecanico e o método Kumon. Tem
como objetivo capacitar o aluno a desenvolver habilidades estritamente técnicas para resolver
problemas padrées. (LOUREIRO; KLUBER, 2015).

Tendéncia Construtivista teve forte influéncia da epistemologia genética piagetiana
dando inicio as inovagdes no ensino da Matematica. No Brasil percebeu-se a presenca do Cons-
trutivismo piagetiano por volta das décadas de 60 e 70, tendo como principal divulgador o

educador matematico Zoltan Dienes.

A Tendéncia Socioetnocultural foi sendo moldada apds fracasso do Movimento Moder-
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nista juntamente com as dificuldades de aprendizagem da Matemadtica por alunos das classes
economicamente menos favorecidas, a partir da década de 60, levando a atencao de alguns estu-
diosos aos aspectos socioculturais da Educagao Matematica. No Brasil a pesquisa educacional
da década de 70 contribui que os alunos oriundos dessas classes sociais apresentavam caréncias
culturais que os impediam de acompanhar a escola ou obter sucesso na educacao formal, como
destaca Fiorentini (1995).

6 Conclusao

A partir das reflexGes estabelecidas buscou-se maior compreensdo da evolucao da
Educagao Matemadtica e principais escolas filoséficas, mas nao somente no ensino mas na propria
historia da Matemaética, pois essas escolas também deram uma nova visao aos matematicos
que puderam repensar em seus conceitos e seu préprio trabalho, e no desenvolvimento da Ma-
tematica, a forma em que as Tendéncias Matemaéticas se manifestam no trabalho do professor e

o formato que essas concepgoes se apresentam em sala de aula.

Este estudo nos fortaleceu a ideia de que o conhecimento da histéria da Matemaética e
das correntes filosoficas que influenciaram o desenvolvimento da Matematica oferecem um 6timo

contexto para a compreensao das tendéncias atuais no ensino da Matematica.
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Resumo:Este artigo objetiva expor algumas das atividades realizadas com
turmas do 7° Ano, no Colégio Estadual Ieda Baggio Mayer pelos bolsistas de
iniciagao a docéncia do Programa Institucional de Iniciacao a Docéncia (Pi-
bid) discente de licenciatura em Matemética no ano de 2017. Estas atividades
com jogos e materiais manipulativos tem como meta a valorizagao conjunta
do método de ensino e do contelido a ser ensinado, além de evidenciar a im-
portancia da interagao social dos atores no processo de ensino/aprendizagem.
Para tal, s@o apresentados jogos e materiais aplicados e expoem-se as dificul-
dades apresentadas pelos discentes durante o desenvolvimento das atividades
e como foram sanadas.

Palavras-chave: Jogos e materiais manipulativos; Papel do professor; In-
teracao social.

1 Introducao

A intensa disseminacdo de informacOes na atualidade, viabilizada pelos meios tec-
nolégicos, acarreta em uma sobrecarga para os seus atores, que em sua maioria nao sao ca-
pazes de analisar estes dados e compreende-los em sua totalidade. Assim acabam por tirar
conclusbes precipitadas e nao conseguem enxergar os pressupostos e consequéncias que estas
carregam consigo. Tal caracteristica é encontrada nas salas aula, nas quais alunos das mais
diversas classes sociais, étnicas e culturais se reinem em um ambiente que deve lhes favorecer

o desenvolvimento de suas habilidades cognitivas, nas mais diversas areas do conhecimento. No

!Aluno de licenciatura em Matemética e Bolsista de Iniciacio & Docéncia do Subprojeto Matemética, do
campus de Cascavel.

2Aluna de licenciatura em Matematica e Bolsista de Iniciacdo & Docéncia do Subprojeto Matematica, do
campus de Cascavel.
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entanto, nem sempre isto é possivel em decorréncia dos diferentes niveis de compreensao de cada

individuo.

Tratando-se da educacao, especificamente no Brasil, tem-se certa precariedade nas ins-
tituicoes de ensino, tanto em sua estrutura fisica quanto em seus referenciais tedricos, que por
muitas vezes visam um ensino repetitivo voltado apenas & memorizacao suficiente de contetudos
para a aprovagao ao final do periodo letivo. Assim deixa-se de lado a questdo da compreensao
dos contetidos, o que implica em uma defasagem do desenvolvimento educacional e psicolégico
dos estudantes. Isto estd em desacordo com o que prevé os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN), nos quais se tem que o aluno precisa ser capaz de relacionar os contetidos aprendidos
com sua realidade, ou seja, na instituicao de ensino em outras disciplinas e também em situagoes
extraclasse. Além disso, prevé-se que o professor, do ensino Fundamental exponha situagoes que

facam o aluno raciocinar de maneiras diferentes como na resolugao de problemas.

Nesse contexto, valer-se de metodologias de ensino diferenciadas é um viés promissor para
o desenvolvimento de uma educacao de qualidade que garanta a apropriacao dos conhecimentos e
saberes das antigas geracoes por todas aquelas que ainda estao por vir, ou seja, uma metodologia

que se preocupe tanto com o conteido quanto com o método de ensino.

Em virtude desta necessidade de metodologias diferenciadas, no ensino de Matematica
pode-se fazer uso dos jogos e materiais manipulativos de grande importancia para compreensao
de conceitos, possibilitando maior interesse pelos estudos, como também justificarem as ma-
tematicas trabalhadas. O uso de jogos na Matemadtica proporciona um ambiente de interagao
continua entre os alunos e o professor, ou seja, ha o compartilhamento de conhecimento entre
individuos em momentos de aprendizagem. Segundo Lara, “com a participacao do/a aluno/a
nos jogos e sua necessaria participacao ativa, o/a professor/a poderd perceber as suas reais
dificuldades, auxiliando-o a sand-las.” (LARA, 2003, p. 25).

Nos Parametros Curriculares Nacionais, tem-se que com os jogos o professor consegue
analisar alguns aspectos relativos aos alunos, como a capacidade de compreender o processo do
jogo, o autocontrole, a construcao de estratégias, capacidade de criar hipoteses e analisar outras
estratégias.

Os jogos constituem uma forma interessante de propor problemas, pois permi-
tem que estes sejam apresentados de modo atrativo e favorecem a criatividade
na elaboragao de estratégias de resolugao e busca de solugbes. Propiciam a
simulacao de situagoesproblema que exigem solucoes vivas e imediatas, o que
estimula o planejamento das acoes; possibilitam a construgao de uma atitude
positiva perante os erros, uma vez que as situagoes sucedem-se rapidamente e
podem ser corrigidas de forma natural, no decorrer da acao, sem deixar marcas
negativas. (BRASIL, 1998, p. 46)

A interacao social é importante no ensino, visto que “o que a crianca é capaz de fazer
hoje em colaboracao conseguira fazer amanha sozinha.” (VYGOTSKY, 2001, p.331) Isto que-
bra o paradigma de uma sala de aula enfileirada em que os discentes sao apenas ouvintes do

apresentador que é o professor expondo o conteido previsto na ementa curricular.

Os jogos relacionados a Matematica e trabalhados corretamente viabilizam um ambiente

para o aluno interagir com o conteido de maneira propria, porém o fator fundamental da apren-
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dizagem é a troca de ideias dos participantes do grupo, ou seja, a construcao do conhecimento a
partir de suas reflexdes. Cada jogador passa a pensar diferentemente, em contato com o grupo
e com o professor, resultando em uma aprendizagem distinta daquela que ele realizaria sozinho,

visto que a aprendizagem se d& na passagem do interpsicolégico para o intrapsicolégico.

Entretanto, pode-se observar que muitas vezes o jogo é utilizado apenas por sua funcao
lidica, ou seja, somente por diversdo e prazer, ou ainda, apenas como quebra de rotina. Assim
a funcao educativa, aquela que propicia ao aluno adquirir ou reforgar conhecimentos por meio

do mesmo é, muitas vezes, deixada de lado.

Outro aspecto importante a ressaltar, é a existéncia de uma diferenca nos resultados
obtidos em uma aula em que o professor apresenta um contetido com o material manipulavel e
uma em que os alunos o manuseiam, pois, de acordo com Lorenzato (2006), no segundo caso os
resultados

[...] ser@o mais benéficos & formagao dos alunos, porque, de posse do material
manipulavel, as observacoes e reflexdes deles sao mais proficuas, uma vez que
poderdo, em ritmos proprios, realizar suas descobertas e, mais facilmente, me-

morizar os resultados obtidos durante suas atividades? (LORENZATO, 2006,
p. 27).

O professor por sua vez, tem o papel de analisar e reformular ideias de maneira a criar
relacOes entre o jogo trabalhado e o conteido que se pretende que os alunos aprendam. Para
tal, é necessario ser criterioso na escolha dos materiais a serem utilizados em sala, visto que
nem sempre é facil ou possivel relacionar um conteido com um objeto lidico, sem que haja
perda de generalizacoes ou conceitos. Desta maneira o docente consegue partir de exemplos
e contextualizagoes para conceitos mais complexos e generalizagoes, dando aos alunos acesso a
esse conhecimento e consequentemente tornando-o algo de interesse ao invés de um dever. Assim
os alunos conseguem compreender que as atividades funcionam como treinamento/preparagao

para a abstragao.

[...] é necessdrio que o/a aluno/a utilize vérias vezes o mesmo tipo de pen-
samento e conhecimento matemdtico, nao para memoriza-lo, mas, sim, para
abstrai-lo, estendé-lo, ou generaliza-lo, como também, para aumentar sua au-
tocon?anga e sua familiarizacao com o mesmo. O treinamento pode auxiliar
no desenvolvimento de um pensamento dedutivo ou 1égico mais rdpido. Muitas
vezes, é através de exercicios repetitivos que o/a aluno/a percebe a existéncia
de outro caminho de resolugao que poderia ser seguido aumentando, assim,
suas possibilidades de acdo e intervengao. Além disso, o jogo de treinamento
pode ser utilizado para veri?car se o/a aluno/a construiu ou nao determinado
conhecimento, servindo como um ?termoéometro? que medird o real entendi-
mento que o/a aluno/a obteve. Entretanto, com a participacdo do/a aluno/a
nos jogos e sua necessdria participagdo ativa, o/a professor/a poderd perceber
as suas reais di?culdades, auxiliando-o a sané-las. (LARA apud STRAPASON,
2011, p. 38).

Assim, cabe ao educador tomar-se ciente das necessidades apresentadas pelos alunos
por meio de observacoes e andlises das atividades por ele ministradas, de forma que produza
os materiais lidicos, concretos ou digitais, a serem utilizados nas aulas de apoio e também
no periodo normal, pois estes facilitam vislumbrar determinados contetidos o que acaba por

dinamizar a aprendizagem.
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A partir desta perspectiva, objetiva-se com este trabalho relatar algumas atividades
desenvolvidas com o Jogo da Soma, o Jogo das Operagoes, o Baralho de Equagoes e o Jogo
Encontre a Maior Fracao em 2017, com alunos do 7° ano do Ensino Fundamental II na disciplina
de Matematica do Colégio Estadual Ieda Baggio Mayer (Cascavel, Parand) que esta vinculado ao
Programa Institucional de Bolsa de Iniciagao a Docéncia (PIBID) e as experiéncias vivenciadas

no ambito escolar com o ensino da Matemadtica ligado diretamente ao uso de jogos.

2 Baralho de Equacoes

“jogo Baralho de equacoes®”

Como planejado propusemos aos alunos dos sétimos anos o
do 1° grau com uma incognita. A professora estava terminando o conteido de equagoes de
primeiro grau e o jogo foi planejado para reforcar os conhecimentos repassados, de uma forma
lidica. Primeiramente os levamos até a drea externa do Colégio e pedimos que eles se dividissem

em quartetos, entregamos os jogos a eles e explicamos as regras.

O jogo, conforme figura 1, funciona como um baralho de pife. Um dos alunos deve ser o
carteador e sera escolhido conforme o acordo do grupo. O carteador deve distribuir seis cartas
(as regras originais diziam para distribuir nove, porém percebemos que era mais ficil para eles

jogar com seis cartas apenas) para cada jogador, uma a uma.

Figura 1: Jogo “Baralho de Equagoes com Uma Incognita”

As cartas nao usadas na distribuigao foram colocadas sobre a mesa com a face virada
para baixo e constituiram o monte de cartas para “compras”. Os alunos deviam avaliar as
cartas recebidas e entao, comegando pelo aluno a esquerda do carteador, iniciava-se o jogo. Os

“isolar a varidvel”, e uma carta

jogos possiveis eram uma carta “equagao original”, uma carta
“solucao”. As sequéncias obrigatoriamente deviam ter no minimo trés cartas. O primeiro aluno

sentado a esquerda do carteador comprava a carta de cima do monte de compras e tinha duas

3Graca, V. V. O ensino de problemas do 1° grau por atividades.Belém, 2011. Dissertacio de mestrado

em Educagdo. Coordenadoria de Pés-Graduacao, Universidade do Estado do Para
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opgoes: ficar com a carta, se ela servisse no seu jogo ou descarti-la (as cartas descartadas ficam

com a face virada sobre a mesa formando o monte de descartes).

O aluno seguinte tinha duas opcoes de compra: ou do monte de compras ou poderia pegar
a ultima carta descartada sobre a mesa (apenas a tultima carta do monte de descartes podera
ser comprada), o jogo prosseguia com todos os jogadores comprando e descartando uma carta.
Com a compra os alunos tentavam montar jogos com as cartas que recebiam na distribuicao,
e batiam a rodada. O aluno que primeiro conseguisse montar jogos com todas as suas cartas
ganharia a rodada. Eram duas as formas de se bater o jogo: sem descarte combinando todas
as cartas da mao ou com descarte combinando as cartas de forma a sobrar uma para o descarte
final.

Inicialmente os alunos nao entenderam como formar as trincas, entao se explanou que eles
deveriam pegar alguma carta “equacao original”. As cartas que formam uma trinca com essa,
eram as cartas nas quais a incognita aparecia isolada e a em que ja é determinado o valor de x.
Assim com exemplos eles entenderam, porém percebemos que eles nao tinham muitas estratégias
de jogo, pois viam que a carta que precisavam ji estava no “lixo”, porém nao mudavam suas
cartas o que ocasionou que até o fim da aula apenas um dos cinco grupos havia tido um ganhador

da partida.

No caso deles terem a carta do resultado final, seria muito mais dificil para eles encontra-
rem a trinca, pois teriam varias possibilidades. Também percebemos que muitos alunos ainda
tinham dificuldades em resolver equagoes principalmente por nao saberem quais operagoes sao

inversas uma das outras

3 Encontre a maior fracao

O jogo utilizado era conhecido como “Encontre a Maior Fracao?”. Ele possuia 12 cartas,
sendo oito niimeros naturais e as outras quatro com as representacoes dos sinais das operagoes
fundamentais da aritmética (=, x,+,—). Jogou-se em quartetos, divididos em duas duplas.
Uma das duplas iniciou o jogo e sorteou quatro nimeros e uma operacao. Com os nimeros os
alunos deviam montar duas fragoes e realizavam a operagao sorteada, objetivando encontrar a
maior fracdo. Em seguida, a dupla adversaria repetia os mesmos passos e no final comparavam

as fracoes resultantes e pontuava quem tivesse a maior fracao.

Inicialmente explicamos aos alunos as regras do jogo, em seguida simulamos uma rodada
e entregamos a eles uma folha para o registro dos cédlculos. Notamos que a maioria dos alunos
nao compreendeu que ao montar as fragoes eles ja poderiam escolher a melhor opgao para obter
o maior resultado possivel e assim posteriormente s6 dependeriam da sorte de seus adversarios

obterem uma fragao menor.

LIMA, A. A; LIMA, E. F. F.; PEREGRINO, L. A.; PADILHA, S. L.; LANGER, A. E. S. Experiéncias no
processo de ensino e aprendizagem das fragoes. In: ANTUNES, F. A. BASSOI, T. S. TOILLIER, J. S.
LANGER, A. E. S. CIANI, A. B. KLUBER, T. E. (org.) Propostas didaticas de matematica. Porto Alegre:
Evangraf: Unioeste, 2016, p. 95-124.
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Na folha de registro, propusemos que escrevessem quais critérios utilizaram para a escolha
das fragoes para que o resultado da operacao sorteada fosse o maior possivel. Responderam que
escolhiam as maiores, entendidas como fragoes impréprias, porém isso nao é valido para todas as
operacoes. O fato de alguns grupos sortearem a operacao de multiplicacao na primeira rodada
pode ter influenciado a afirmacao anterior. Outros alunos nao responderam a questao apesar
de ajudarmos a todos, questionando o porqué de cada afirmacgao e conduzindo-os para o que

desejavamos que respondessem.

Alguns dos objetivos do jogo foram proporcionar aos alunos uma compreensao melhordas
operagoes com fragoes, de forma a reforcar o que eles haviam aprendido em sala; incentivar os
alunos a criarem estratégias para vencer o jogo, envolvendo o raciocinio légico; proporcionar

interacao entre os alunos, a professora e nos.

Percebemos que eles tinham bastante dificuldade em comparar fracoes, pois nao tinham
claro quando uma razao era maior que um e também nao pareciam preocupados em pensar
estratégias para pontuar no jogo que era obter a maior fracao. Fez-se necessaria nossa intervencao
com questionamentos para incentiva-los a pensar. Alguns grupos entenderam estratégias e

passaram a utilizd-las, porém outros continuaram a jogar por jogar.

Notamos dificuldade em expressar raciocinios, o que mostra que nao estao habituados a
responder questoes de matematica de forma escrita. No registro das operagoes, constatamos que
nao encontraram dificuldade nas operacoes de multiplicacao e divisao de fracoes. Nas operacgoes
de adicao e subtracao, alguns somaram e subtrairam o numerador com numerador e denomina-
dor com denominador, valendo-se das mesmas propriedades operatdrias dos nimeros naturais.

Questionamos se os cédlculos faziam sentido e relembramos como realizar tais operacoes.

O jogo foi um instrumento diagnéstico das dificuldades apresentadas por alguns alu-
nos. Os resultados obtidos indicam que é possivel fazer uso do jogo em sala de aula como um
instrumento motivador para o processo de ensino aprendizagem, visto que as atividades desen-
volvidas proporcionaram momentos significativos de aprendizagem, enriquecidas por discussoes

e reflexoes adequadas & complementagao do estudo sobre fragoes.

4 Jogo da Soma e das Operacoes

Propusemos uma atividade diferenciada, com o intuito de fazer com que os alunos pra-
ticassem os conteudos até entao abordados, a respeito de operagoes bésicas e potenciagao com
nimeros inteiros, sem a necessidade de exercicios repetitivos. Para tal fizemos uso do “Jogo
das Operacoes®” e do “Jogo da SomaS”, os quais foram confeccionados por nés, que por ser um
elemento ludico sempre atrai maior atencao por parte dos alunos em comparagao a um exercicio

na lousa.

5Jogos matemadticos, adaptado, Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=eGMQ75bHmHS8 Aces-

sado em 10 ago. 2017.
6Jogos matemadticos, adaptado, Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=eGMQ75bHmHS Aces-

sado em 10 ago. 2017.
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O “Jogo das Operagoes”, conforme figura 2, era composto por quatro dados enumerados
de 0 a 6 e uma cartela com quatro trilhas enumeradas de 0 a 10, além de marcadores para
os jogadores. Neste, os alunos precisariam utilizar todas as operagoes que soubessem com 0s
numeros sorteados nos dados, para chegar ao nimero desejado, o qual era exatamente o niimero
seguinte em que o marcador do jogador se encontrava. No inicio do jogo todos os marcadores
estavam na casa do numero zero, o jogador vencedor foi aquele que chegou primeiro a casa de

nimero dez ou ficou mais préximo desta casa.

ARoEzn@nENE

ofjofo
cfcfe
38R
QR
agclc
BEHE
GHE
HOCH
BEA
o] ool

Figura 2: “Jogo das Operagoes”

Os discentes foram divididos em grupos de quatro integrantes, em que cada grupo possuia
sua propria particularidade. Pode-se citar um grupo, no qual aparentemente os alunos ti-
nham mais facilidade de montar as operagdes para se chegar ao nimero, montavam expressoes
numéricas nao usuais, usando nao somente adicao, subtracao e multiplicacao, mas potenciacao
e radiciagao, assim chegavam ao resultado formando uma expressao que nem mesmo nds que

estdvamos auxiliando tinhamos pensado naquela possibilidade.

Uma situagao que comprovou a facilidade de operar deste grupo refere-se a quando os
trés dados deram um mesmo nimero, chaméa-lo-ei de x, e o dado que restava deu-lhes o niimero
1, o objetivo deles era obter o niimero 1. Para tal, realizaram um operagao no minimo incomum

para alunos deste ciclo de ensino, expressando como z*~ (1),

Ja em outro grupo, tinha-se rivalidade entre os integrantes que nao desistiam até en-
contrar a solucao, muito embora se sentissem seguros em utilizar apenas as quatro operacgoes
basicas. Por nao haver um tempo limite para cada um realizar as jogadas, a rivalidade ficou

ainda mais evidente. Vale ressaltar que em nenhum momento se mostraram alterados entre si.

Percebeu-se também, que em alguns grupos houve o zelo quanto ao registro das contas.
No entanto, havia um grupo no qual os integrantes reclamavam muito pelo fato de um colega
estar manipulando os dados ao seu bel prazer a fim de se chegar ao resultado, por nao ter

dominio das operacoes.

Algumas dificuldades mais comuns apresentadas pelos discentes neste jogo foram quando
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os dados disponibilizavam apenas nimeros pares e o numero a ser encontrado era um fmpar,
este tipo de situagao fazia com que os alunos refletissem um pouco mais na resolucao indagando
a possibilidade de utilizar outras operacoes além das basicas. Porém tais dificuldades foram
superadas durante a experiéncia com o jogo, perto de acabar a aula, tinham-se alunos usando

potenciacao e radiciacao de modo a simplificar as expressoes.

No que diz respeito ao “Jogo da Soma”, conforme figura 3, o qual era constituido de uma
cartela com quatro trilhas enumeradas de -6 a 6 e com dois dados, um vermelho representando
os numeros negativos e um azul representando os niimeros positivos, ambos enumerados de 0 a
6. Teve-se de modo geral, maior empenho, visto que os alunos o consideraram mais facil que
o outro. Neste os alunos tinham que realizar operagoes de adi¢ao e subtracao de forma que o

jogar que chegasse mais vezes nas casas dos niimeros -6 e 6 ganhava o jogo.

Figura 3: “Jogo da Soma”

No inicio do jogo os alunos se mostraram menos empolgados, por conta de operarem
apenas com duas operacoes, até um pouco confusos quanto ao objetivo central do jogo. Porém
préximo ao final do jogo a situacao mudou, pois todos os alunos ja estavam completamente
concentrados em ganhar. Em suma nao houve dificuldades apresentadas pelos grupos no decorrer
deste jogo, o que mostra uma compreensao sobre operagoes de adi¢ao e subtragao com nimeros

inteiros.

Consideracoes Finais

Em virtude do desenvolvimento destas atividades com os alunos, foi possivel observar
tanto na pratica quanto nos testes avaliativos uma melhora significante de seus desempenhos
e interesse. Assim conclui-se que o resultado obtido fora relativamente positivo e ainda um
grande passo dado para o entendimento dos alunos no que diz respeito ao uso das expressoes e

operagoes com os numeros racionais. No entanto, algo frustrante a relatar é a displicéncia de
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alguns estudantes com relacao aos registros cobrados, visto que alguns até mesmo amassaram as
folhas e as jogaram no lixo para posteriormente entrega-las, enquanto outros alunos as fizeram

com zelo.
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Resumo: Este trabalho apresenta um procedimento destinado a resolver
problemas de programacao linear inteira. Tal procedimento é baseado em
uma heuristica que simula o processo de reproducgao do reino vegetal, a fim
de minimizar funcbes nao lineares. Para testar o procedimento proposto
foram resolvidos alguns modelos idealizados para este trabalho e também
alguns casos do classico problema da mochila. O método proposto ainda esta
em fase inicial de estudo mas em todos os testes realizados foram obtidos
bons resultados, satisfazendo as expectativas iniciais.

Palavras-chave: Minimizagao; programacao inteira; problema da mochila.
1 Introducao

A busca por métodos alternativos para resolver problemas de programacao linear inteira
(ppli) se justifica porque grande parte dos problemas deste tipo sdo de natureza combinatorial
e os métodos mais eficientes comumente empregados para este fim consomem muito tempo de
processamento, tornando-se as vezes inviaveis. O procedimento descrito neste trabalho emprega
um método heuristico destinado & minimizacao de fungoes nao lineares. Conforme sera descrito
na sec¢ao 3, esta heuristica se baseia no processo reprodutivo presente no reino vegetal. A fim de
empregar tal heuristica na resolucao de um ppli algumas adaptagoes precisam ser feitas, com o

uso de funcoes de penalidades.

2 Embasamento tedrico

Como se sabe da literatura de otimizacao, ver por exemplo Bradley, Hax e Magnant

(1977), todo problema de programacao linear (ppl) pode ser escrito na forma
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Minimizar z =Y ;" | ¢;x; (01)
sujeita a:

g1(z1, 22, ..y xp) < by,

g2(z1, 22, ..y xp) < b,

Im (1,22, .y Tn) < by

x; >0,i=1,2,...,n, sendo que g1, 9o, .-.,gm sao funcoes lineares de x1,xo, ..., Ty.

De forma mais condensada este modelo pode ser representado por
Minimizar z = Y ;" | ¢;; (02)
sujeita a:
gj(z) <bj,j=1,...,m,
zi>0,i=1,....,.n,z € R"

Quando as varidaveis do problema sdo todas inteiras ele é chamado de problema de
programagao linear inteira (ppli) e é representado por
Minimizar z = Y ;" | ¢ (03)
sujeita a:
gi(z) <bj,j=1,...,m,

x; > 0 einteiro, 1 =1,...,n, x € Z"

Ha uma variedade muito grande de problemas desta natureza, aplicados a transpor-
tes, distribuicdo de tarefas, processamento de produtos, etc., ver por exemplo Goldbarg e
Luna(2005). Alguns problemas desta categoria sao famosos pela dificuldade computacional
que impoem. Como exemplo podem ser citados o problema do caixeiro viajante e o problema do
carteiro chinés. Um caso especial de ppli ocorre quando as varidveis assumem apenas os valores

0 ou 1, chamadas de variaveis binarias.

O método mais tradicionalmente empregado para resolver um ppli é o Branch and Bound,
criado em 1960 por por A. H. Land e A. G. Doig, ver Land e Doing(1960). O método Branch
and Bound faz uso do método simplex para gerar uma arvore de possibilidades, razao pela qual
pode requerer um grande esfor¢o computacional dependendo do prolema tratado. O método
que estd sendo proposto também faz uso do simplex, mas apenas para obter o ponto de partida.
Sua estrutura computacional é composta por funcoes de penalidades e por uma meta-heuristica

destinada a otimizacao de funcdes nao lineares.

3 Descricao do método

Conforme mencionado, o método proposto requer o uso de funcdes de penalidades e

também de uma meta-heuristica, chamada de Arvores da Montanha.
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3.1 Meta-heuristica Arvores da Montanha

Esta heuristica é baseada no processo de reproducao de diversas espécies de plantas bem
como no seu formato fisico. Como se sabe, o processo de renovacao no reino vegetal, que pode
ser sexuado ou assexuado, ocorre de diversas formas. No caso do processo sexuado, no qual esta
meta-heuristica é fundamentada, este tipo de reproducao é feita por meio da polinizagao, que
pode ser realizada por meio do vento, de insetos, de aves, etc. Para o algoritmo em questao,
enfatiza-se o processo de reproducao sexuado, conhecido como anemofilia, em que a polinizacao
é realizada principalmente pelo vento. Outro fator também bastante relevante para o processo é
levar em conta que a planta considerada se desenvolve bem em regides montanhosas, cujo relevo
pode ser matematicamente comparado com o grafico de uma funcdo nio linear f : R? — R.
A ideia do algoritmo é reunir caracteristicas de diversas plantas em uma tnica planta ficticia.
Estas caracteristicas se referem a forma de reproducao, forma de polinizagao, formato da planta,
forma do relevo onde se desenvolve, entre outras. Por causa das caracteristicas consideradas,
quando uma planta adulta estd em um ponto alto do relevo, espera-se que a maioria dos graos de
polen conduzidos pelo vento sejam levados para regides mais baixas. Por este motivo, dado um
conjunto de arvores adultas (méaes), a maioria das plantas mais novas (filhas) deve nascer nas
partes que estao em altitudes mais baixas em relacao as suas maes, fazendo com que as novas
geragoOes convirjam para os vales. O propésito do algoritmo é simular este comportamento para
obter o ponto de minimo global de uma funcao nao linear positiva f : R — R. Mais detalhes
sobre este processo podem ser vistos em Vicente e Camicia (2009) e em Vicente, Rizzi, B. e
Rizzi, C. (2012).

3.2 Funcao de penalidades externa

O método proposto consiste na combinagao de duas fungoes de penalidades, uma delas
aqui chamada de externa, ou seja, para pontos fora da regiao viavel, e outra, aqui chamada de
interna, aplicada a pontos com coordenadas nao inteiras dentro da regiao viavel. A primeira

delas é classica na area de otimizacao e a segunda estd sendo proposta pelos autores.

A ideia do método das penalidades é transformar um problema de programacao nao linear
(ppnl) com restrigoes em um ppnl irrestrito, ver Bazaraa(2006). Este procedimento consiste em

adicionar as restricoes a fungao objetivo com alguns ajustes apropriados.
Consideremos um problema contendo uma tnica restricao de desigualdade como segue.

Minimizar z = f(z)
sujeita a

g9(z) <0,

r e R™

Seja a fungdo p(x) dada p(xr) = u[max{0,g(x)}]?, onde pu é uma constante grande e

positiva. Se trocarmos o modelo anterior por
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Minimizar z = f(z) + p(x),
r € R,

entao a fungao z sofrerd um incremento (penalidade) sempre que g(x) > 0. A fungao p é chamada
de funcao de penalidade. A resolucdo de um ppnl com o uso de penalidades é feita por meio
de um algoritmo iterativo e, embora a constante y deva ser grande, é necessario que ela seja
iniciada com valores pequenos e incrementada gradativamente. Isto d4 um melhor desempenho

ao método, evitando, por exemplo, problemas de instabilidade numérica.
De um modo geral, consideremos um ppnl com m restrigoes de desigualdade da forma

Minimizar z = f(x)

sujeita a
gj(z) <0, =1, ..., m,
r € R™

Neste caso a fungao de penalidades pode ser representada por

p(x) = p 327 [maz{0, g;(x)}]F,
onde k é um inteiro positivo. Com isto o problema anterior pode ser representado pelo seguinte

ppnl irrestrito:

Minimizar z = f(z) + p(x),
x e R".

Para métodos que empregam derivadas é importante escolher k de forma que a funcao p
seja diferencidavel. Na explanacao anterior tomou-se k = 2. Maiores detalhes podem ser vistos
em Bazaraa(2006).

3.3 Funcao de penalidades interna

A funcéo aqui chamada de funcao de penalidades interna tem por finalidade impor uma

penalidade aos pontos da regiao viavel cujas coordenadas nao sao todas inteiras.

Seja x um nimero real, z > 0, e consideremos a fungao h(z) = (1 — frac(x))frac(z),
onde frac(zr) representa a parte fraciondria do nimero x. Com h definida desta forma tem-se,
h(z) = 0 se x for inteiro e 0 < h(zx) < 0.25se n < x < n+ 1, n > 0 e inteiro. A funcgao h é
crescente para n < x < n + 0.5 e decrescente para n+ 0.5 < x < n + 1, atingindo valor maximo
0.25 em z =n+ 0.5.

Consideremos agora a fungao w : Ry — R dada por w(z) = h(z)e= (=% em que a é
um ponto fixado. De acordo com o exposto e tendo em vista que 0 < e~(@-0)* 1, w é uma
func@o que assume valor 0 quando x ¢ inteiro e 0 < w(z) < 0.25 quando n < x < n+ 1. A soma

1

da fungao w com uma fungao f linear *, ambas com o mesmo dominio, produz uma funcao ¢

cujo grafico possui um aspecto de bolha na vizinhanca de a, preservando a imagem de f para

1O conceito de funcéo linear muda de autor para autor
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valores inteiros de z.

A Figura 1 mostra como fica o grafico de ¢ = f+w para0 < z < 5, sendo f(x) = 4—0.8z
ea=25.

Figura 1: Grafico mostrando aspecto de bolha na vizinhanca de a = 2.5

Para uma funcéo f : Rﬁ_ — R, fixado um ponto (a1, ag,...,a,) entdao a funcdo w tem
o formato w = >, h(z;)|e>i=1 ~(#i=a:)* A Figura 2 mostra como fica o grafico de ¢ para
f(z,y) =16 —4x — 2y e (a1,a2) = (2.6,2.6)

U1
N

O Aluavilvrpnlpvraleranlen

N
N

=
N

Figura 2: Grafico mostrando aspecto de bolha na vizinhanga de (a1, a2) = (2.6,2.6)

O método que esta sendo proposto consiste em resolver o ppnl a seguir, resultante da

modificagao do ppli (03) com o uso das fungoes de penalidades citadas.

Minimizar z = 37| ey + >0 h(z;)]eXi=t —(wimai)” 4y S Imaz{0, g; () }?,
em que x € ]Ri e (ay,...,ap) é a solucdo fornecida pelo método simplex para o ppl (01).
Conforme abordado anteriormente, Secao 3.2, optou-se por tomar £ = 2 na funcao de penalidades

da direita.

Um fato a ser destacado é que a fun¢do de penalidades w afeta todos os pontos, dentro
e fora da regiao da regiao viavel. Porém, o comportamento da funcdo exponencial faz com que

atuagao de w seja bastante insignificante para pontos distantes do ponto (ai,as,...,an).
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4 Validacao do método

O método proposto foi implementado na linguagem Pascal por meio do software livre
Lazarus. A fim de avaliar seu desempenho foram feitas algumas simulagbes com problemas

idealizados e de solugoes conhecidas.

Tlustragao 1

Consideremos o problema
Minimizar z = 1221 + 10zo + 1523 4 2024
sujeita a:

20z 4 2529 + 10x3 + 1224 > 40,

sendo x1, T9, T3 € x4 bindrias.

A Tabela 1 a seguir mostra todas as possiveis combinagoes para (x1, T2, T3, T4).

Tabela 1: Possiveis combinagoes para a quadrupla (z1,x2, 3, 24)

Pontos z rest Pontos z rest
(1,1,1,1) 57 67 (0,1,1,1) 45 47
(1,1,1,0) 37 55 (0,1,1,0) 25 35
(1,1,0,1) 42 57 (0,1,0,1) 30 37
(1,1,0,0) 22 45 (0,1,0,0) 10 25
(1,0,1,1) 47 42 (0,0,1,1) 35 22
(1,0,1,0) 27 30 (0,0,1,0) 15 10
(1,0,0,1) 32 32 (0,0,0,1) 20 12
(1,0,0,0) 12 30 (0,0,0,0) O 0

Como pode ser observado, a melhor solucao é a quadrupla (1,1,0,0), quarta linha da
primeira coluna, conferido o valor 22 para z (z* =22). Obviamente ha outros valores menores

para z, mas todos violam a restricao.

Embora este procedimento seja simples de compreender, ele é invidvel do ponto de vista
computacional. Para um problema com n variaveis ele requer 2" combinagoes, como na ilustracao

anterior em que foram geradas 2% combinacdes.

Empregando o método proposto para resolver este problema obteve-se esta mesma

solucdo, (1, 1, 0, 0), com um tempo processamento desprezivel.

Ilustracao 2

Maximizar z = 10z + 1429 + 1223 + 18x4
sujeita a:
1121 4+ 1629 + 1523 4+ 1224 < 80,
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x1+ 22 <7,
To + x3 + x4 < 4,

sendo x1, T2, x3, T4 inteiras e nao negativas.

Primeiramente, como este problema é de maximizagao, é necessario modificd-lo para
minimizacao, bastando para isto trocar o sinal da fungéao z. A solug@o 6tima para ele, a quadrupla
(4, 0, 0, 3), foi encontrada sem qualquer dificuldade com tempo de processamento desprezivel.

O valor méximo neste caso é z* = 94.
Ilustracao 3

Um problema classico do programagao linear inteira é o problema da mochila. Uma das
varias versoes existentes para este problema tem o seguinte modelo:
Maximizar z = ) ;" | ¢z
sujeita a:

Doy wizy < M,

sendo z; > 0 e inteiro.

Este problema consiste em transportar o méximo nimero de objetos, em um total de
n itens. O item ¢ tem um custo ¢; por unidade e um peso w;. O ntmero M > 0 representa
a capacidade maxima de transporte. Eventualmente pode-se querer limitar a L > 0 o total

transportado de um determinado item. Neste caso o modelo tem o formato

Maximizar z = Y " | ¢;x;
sujeita a:
n
Ei:l WiTq é M7
T; < Li,i = 1, ., n,

sendo z; > 0 e inteiro.

Considere a situagao em que a matriz de custos é

C = [72, 28, 32, 36, 50, 65, 30, 57, 50, 20, 46, 28, 12, 22, 15, 20, 55, 60, 40, 41, 44, 56, 22, 61,
65, 18, 50, 50, 65, 28],

a matriz de pesos é

W =[22, 28, 27, 30, 56, 28, 38, 45, 60, 20, 10, 38, 24, 38, 18, 20, 45, 62, 45, 70, 22, 90, 50, 40,
44, 45, 64, 89, 68, 35],

a matriz de limites para objetos é
L=[55,4,8,4,2,51,56,1,2,6,6,7,8,2,9,3,4,4,3,6,2,8,2,7,5,4,2] e M = 3200.

Este problema contém 30 varidveis. A aplicagdo do método apresentou como solugao a matriz
S =[5,54,82 25 1,5 6,1,1,0,0,7,8,2,9,30,4,0,0, 2, 2,0, 1, 0, 4, 2], que
produz valor méximo z* = 3626. O tempo médio de processamento em 100 execugoes foi de 0.2

segundo. Esta é a mesma solugao fornecida pelo software livre Glpk.
Tlustracao 4

Para o mesmo problema da mochila anterior, consideremos os dados a seguir para 50 variaveis
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em M = 3200.

Matriz de custos: C' =[72, 28, 32, 36, 50, 65, 30, 57, 50, 20, 46, 28, 12, 22, 15, 20, 55, 60, 40, 41,
44, 56, 22, 61, 65, 18, 50, 50, 65, 28, 36, 48, 30, 28, 44, 65, 68, 98, 45, 42, 69, 29, 37, 43, 19, 26,
55, 16, 78, 86]

Matriz de pesos:

W =[22, 28, 27, 30, 56, 28, 38, 45, 60, 20, 10, 38, 24, 38, 18, 20, 45, 62, 45, 70, 22, 90, 50, 40,
44, 45, 64, 89, 68, 35, 26, 15, 12, 22, 23, 17, 25, 5, 9, 14, 12, 21, 19, 33, 27, 30, 21, 10, 31, 27]
Matriz de limites para objetos:
L=[5054,82,251,56,1,2,6,6,7,8,2,9,3,4,4,3,6,2,8 2,7,5,4,2,3,57,9,1, 3,
5,3,5,4,4,2,8,3,1,4,7,6,5, 2].

Para esta configuragao o método encontrou apenas uma solucao aproximada S, dada por

S =[5,5,4,80201,06,1,00,0,0,8,2,1,0,0,4,0,0,2,8,0,0,0,0,0, 3,5 7,9, 1,
3,5,3,5,4,4,2,8,3,0,1,7, 6, 5, 2]. O tempo médio de processamento em 100 execugoes foi
de 2.1 segundos. Esta solugao produz valor maximo aproximado z = 6321, que estd proximo do

valor maximo exato fornecido pelo software Glpk, z* = 6322.

5 Conclusoes

O método proposto apresentou um bom desempenho para os problemas testados, tanto
para aqueles apresentados neste texto quanto para uma variedades de outros testes realizados.
O trabalho de pesquisa ainda estd na fase inicial e um dos aspectos que precisa ser investigado
e melhorado ¢é a existéncia de uma grande quantidade de pontos de minimos locais, o que gera

dificuldades na obtencao da solucao 6tima para problema de grande porte.
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Resumo: Este trabalho apresenta os primeiros resultados de um experi-
mento que visa avaliar a infiltracdo da dgua, no decorrer do tempo, em uma
calcada construida com pavers. A pesquisa almeja avaliar tanto a quantidade
de dgua que infiltra entres os blocos quanto a quantidade que escorre sobre a
calcada, porém, neste trabalho serao apresentados apenas resultados relativo
ao segundo caso. Uma calcada deste material geralmente é feita com pegas
justapostas e os vaos existentes entre eles sao preenchidos com areia. As
amostras apresentadas neste trabalho foram obtidas para trés tipos de areia,
relativamente ao tamanho méaximo de seus graos. A classificagao foi feita por
meio de peneiramento e para isto foram utilizadas duas peneiras, uma com
malha de 2 mm e outra com malha de 5 mm. Para os trés tratamentos re-
alizados a andlise das primeiras amostras indica uma tendéncia de diferenca
de um deles para os demais.

Palavras-chave: Calcada ecoldgica; permeabilidade em pavers; calgada
permeavel.

1 Introducao

Com a crescente urbanizacao das cidades cresce a quantidade de calcadas e de pavi-
mentagoes asfalticas, o que dificulta a infiltracdo das dguas das chuvas no solo. O resultado é
muita enxurrada e consequentes transtornos, especialmente nos grandes centros urbanos. Uma
das iniciativas que tém sido adotadas para amenizar o problema é a construgao das chamadas
calcadas ecoldgicas, que podem ser constituidas de gramineas ou de materiais apropriados para
este fim. Dentre os materiais comumente adotados encontra-se os pavers, que hoje é facilmente
encontrado no mercado e que é de ficil colocacao. No entanto a sua eficiéncia em relacao a
infiltracdo de dgua é duvidosa quando a calcada jé estd instalada hd muito tempo. A suspeita
é de que apds alguns anos a aglomeragao de detritos entre as fendas existente entre as pecas

fiquem compactas e impecam que haja a infiltracao de dgua desejada.
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2 Pressupostos teodricos e expectativas

Atualmente existe uma grande preocupacio com questées ambientais e também com as
catastrofes provocadas por enxurradas, principalmente nas grandes cidades. Por este motivo
estéd-se difundindo por todo o Brasil o uso das chamadas calgcadas ecoldgicas, que sao feitas de
tijolos, geralmente de concreto, chamados de pavers, ver por exemplo os trabalho de Santos
et al. (2015) e Ramos(2015). Estes tijolos sao fabricados de modo que sua colocagao lado a
lado deixe uma fenda que é preenchida com areia. Na base dos pavers é posta uma camada,
também de areia, ou de p6 de pedra, este tltimo mais comumente empregado. O objetivo é
fazer com que parte da agua das chuvas penetre pelas fendas deixadas pelo pavers evitando
que escorra pelas ruas. Suspeita-se no entanto que, com o passar do tempo, esta infiltracao
se torne ineficiente e é este fato que etd sendo investigado por meio de ensaios periddicos e
coleta de dados. Do ponto de vista da Estatistica, para aferir uma conclusao plausivel sobre
determinada investigacao ha que se obter uma amostra representativa de dados sobre o fenémeno
investigado. Este fato é importante pois para se fazer uma andlise de dados rigorosa é essencial
que a amostra se enquadre em uma determinada distribuicao de probabilidades. Como pode ser
visto por exemplo em Devore (2006), quando a amostra possui acima de 30 observacoes pode-se
aceitar que a média tem distribuicao normal. Mas, tendo em vista que o trabalho ainda esta
em fase inicial, apenas quatro amostras estao a disposicdo. A coleta completa de dados deverd
ser feita ao longo de um a dois anos, tempo em que se espera que alguma conclusao possa ser
tirada. Durante este periodo é possivel que sejam realizados cerca de 15 ensaios para cada uma

de trés unidades investigadas, totalizando 45 amostras.

3 Material e metodologia

A fim de fazer a investigacao mencionada foi construido um protétipo de calgada com
inclinacao de 1%, adaptada para que seja possivel fazer a coleta de dgua artificialmente jogada
sobre ela. Tanto a dgua que escorre pela calgada quanto a que infiltra devem ser investigadas
no experimento, todavia, neste trabalho serao apresentados apenas dados relativos a porcao
relativa ao primeiro caso. A construcao da calgada experimental foi feita em local local privado,
a fim de evitar eventuais danos durante o experimento. Sua estrutura ficou assim constituida:
1. Em primeiro lugar, com tijolos de seis furos foi construida no chao uma base em forma de
“Us”justapostos, 3 no total, a fim de manter suspensa a estrutura da calgada. No solo, em
cada vao foi feito um declive no terreno a fim de que a agua infiltrada escoe para um ponto de
coleta. Estes Us citados sao as unidades experimentais, que serao chamadas de Ul U2 e U3, da

direita para a esquerda na Figura 1.
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Figura 1: Base das unidades experimentais

2. Esta estrutura foi coberta com uma lona cuja finalidade é fazer com que a agua va para o
ponto de coleta sem infiltrar no solo.

3. Uma grade de ferro coberta com uma tela de arame e outra de nylon foram colocadas sobre
a estrutura base, ja coberta com a lona.

4. Sobre a tela de nylon foi depositada uma camada com cerca de 3 cm de p6 de pedra, material
encontrado em depdsitos de materiais de construcao.

5. Sobre o pé de pedra foi construida a calcada, ver Figura 2. Para cada uma das unidades
experimentais foi empregado um tipo de areia, classificada por meio de duas peneiras. A
primeira possui uma malha quadriculada de 2 mm e a segunda possui malha também quadricula
de 5 mm. Vamos chamar de PMF a peneira de malha fina e de PMG a peneira de malha
grossa. O primeiro tipo de areia é a que passou pela peneira PMG, praticamente areia comum
usada em construgao. Esta areia foi usada na unidade Ul. O segundo tipo é a que passou pela
peneira PMF, areia fina geralmente usada para reboco. Esta areia foi usada na unidade U2.
Finalmente, o terceiro tipo é a que passou pela peneira PMG e que ficou retida na peneira

PMEF. A areia resultante foi empregada na unidade U3.

Figura 2: Calgada utilizada para o experimento
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6. Além da calgada foi montado um sistema de irrigacdo para simular a chuva, formado por
uma caixa d’dgua suspensa a 2 m de altura e por tubos de pvc. O terminal de irrigagao é

constituido por um tubo de pvc de 1,5 m de comprimento contento 30 furos de 1 mm de diametro.

Em cada ensaio foi empregado um total de 30 litros de dgua para cada unidade experi-
mental. Esta dgua é jogada sobre a calcada em foma de chuvisco e o tempo gasto para completar
o escoamento em cada unidade é de cerca de 25 minutos. A coleta foi feita em dia sem chuva
e a calcada foi sempre molhada 18 horas antes do experimento a fim de manter o padrao de

umidade.

4 Analise dos resultados

Conforme ja mencionado, o experimento citado ainda estd em fase inicial, de modo que
ainda nao se tem uma amostra significativa de dados. O que se tem no momento é um conjunto de
quatro amostras para cada unidade experimental, que nao permite uma analise estatistica mais
rigorosa. Todavia, pode-se notar claramente uma tendéncia de diferenca de um dos tratamentos
para os demais. Como pode ser observado na Tabela 1, na unidade U1l praticamente nao houve
escoamento de dgua, ou seja, quase toda a agua passou pelos vaos dos pavers. Ja nas unidades
U2 e U3 isto nao ocorreu, ou seja, boa parte da agua escorreu pela calcada, e em uma situacao
real ganharia a rua. Observando os dados e também os graficos apresentados nas Figuras 3 e 4
parece haver uma tendéncia de que a unidade Ul seja mais permeavel do que as unidade U2 e
Us.

Tabela 1: Volume de dgua (litros) que fluiu por cima da calcada

Unidade 1 Unidade 2 Unidade 3

0.5 ) 2.45
0 6.55 6
0 11.5 8

0 7.8 4.1
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Figura 3: Visualizacao dos dados experimentais em bozx plot
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Figura 4: Visualizacao dos dados experimentais em linhas de dispersao
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Resumo: Este trabalho envolve o estudo de problemas de otimizacao es-
trutural em engenharia. Esta area é geralmente categorizada em trés tipos
principais: otimizac¢ao dimensional, de forma e de topologia. Neste artigo
serao apresentados problemas de otimizacao estrutural dimensional, mais es-
pecificamente otimizacao de treligas. Trelicas sdo estruturas muito utilizadas
em coberturas de instalagoes prediais, em torres de energia, em pontes, en-
tre outros, e sdo recomendadas para suportar cargas elevadas e superar vaos
na construgao. Sua otimizagao envolve minimizacao do peso e, consequen-
temente de volume, por meio da escolha adequada dos diametros e areas de
suas barras, respeitando-se as restrigoes de equilibrio estatico e os limites das
tensoes de ruptura do material. Uma discussao acerca da construcao dos
modelos é apresentada bem como um exemplo numérico.

Palavras-chave: Otimizagao; Trelicas; Engenharia.
1 Introducao

Diversos projetos de engenharia envolvem a criagao de novos e sofisticados produtos
devendo seu desenvolvimento ser assistido com a aplicagao de ferramentas computacionais ba-
seadas em métodos cientificos bem estabelecidos, visando a andlise da estrutura, a otimizacao e

a sensibilidade de parametros.

Atualmente, a pesquisa cientifica na drea de andlise estrutural tem aumentado de forma
consideravel, utilizando-se técnicas modernas que procuram sistematizar o processo através de
alguma metodologia. As técnicas de otimizacdo mostram-se extremamente atraentes nesse as-
pecto, pois é possivel estruturar modelos quantitativos onde é possivel formular matematica-
mente um problema de busca de solugoes melhores dentre as diversas possiveis (GOLDBARG e
LUNA, 2005; ZIONTS, 2006).

! Agradecimento & Unioeste pelo apoio financeiro concedido
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A ideia geral em um problema de otimizacdo é construir uma funcio denominada funcao
objetivo, que serd maximizada (ou minimizada) e estd sujeita a restrigdes de igualdade ou

desigualdade. Matematicamente escreve-se:

Min f(x)

sujeito a  hi(x) =0, i=1,...m

onde, f:R" = R, g: R" - R, h: R” — R sao fungoes continuas, geralmente diferenciaveis.

Para a solucao de problemas desta natureza, técnicas exatas e algoritmos do campo da
Programagao Matematica podem ser utilizados (GOLDBARG e LUNA, 2005; ZIONTS, 2006;
TAHA, 2008).

Segundo Deb (2002), em um problema de projeto de engenharia, a meta é minimizar
ou maximar um objetivo de projeto e simultaneamente satisfazer um conjunto de restrigoes de
igualdade ou desigualdade. Representando varidveis de projeto como um vetor de ntimeros reais
x = (x1,22,..Zmy), um problema de projeto otimizado em engenharia é usualmente expresso

como um problema de otimizac¢ao geralmente envolvendo fungoes nao lineares.

Neste sentido, os problemas de otimizagao estrutural consistem em um processo que visa
a obtencao de uma configuracao da estrutura que resulta em uma performance étima segundo
medidas de desempenho pré-definidas (minima massa, maxima rigidez, etc.). Além disso, sao
satisfeitas restricoes tanto sobre as varidveis de projeto, quanto sobre o comportamento da
estrutura (tensado de ruptura, deslocamentos permitidos, etc.). A drea de otimizagao estrutural

pode ser categorizada em trés tipos principais: otimizacao dimensional, de forma e de topologia.

De acordo com Okruta (2014), a otimizacao dimensional busca encontrar as dimensoes
da estrutura que minimizem seu custo de fabricacdo ou peso. A otimizagao de geometria ou de
forma busca a posi¢ao dos noés e a area da secao transversal em projetos que envolvam barras
de forma a minimizar o custo final da estrutura e garantir que ela nao falhe. A otimizacao de
topologia estrutural consiste na modificagdo do padrao de conectividade ou a disposigao espacial
dos elementos e/ou membros da estrutura (topologia) com vistas a um indice de performance
6timo.

Apresentamos neste trabalho modelos de problemas de otimizacao estrutural dimensio-
nal, mais especificamente de otimizacao de trelicas. As trelicas sdo muito utilizadas em estruturas
de cobertura de instalacoes prediais, em pontes, entre outros, e sao recomendadas para suportar
cargas elevadas e superar grandes vaos na construcao civil, sua otimizacao envolveu minimizacao
do peso e, consequentemente de volume, por meio da escolha adequada dos diametros e areas de

suas barras, respeitando-se as restrigoes de equilibrio estatico e os limites das tensoes de ruptura
do material (SORIANO, 2013).
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2 Otimizacgao de Treligas Planas

A otimizacao dimensional busca obter as dimensbes da estrutura que minimizem seu
custo de fabricagdo ou peso com respeito a restrigdes de ordem estrutural (OKRUTA, 2014).
Deste modo, em uma estrutura trelicada plana define-se a fungao objetivo como o minimo
da fung@o massa da estrutura, haja vista que se considera que na maioria dos casos, como
estruturas metalicas por exemplo, o peso é proporcional ao custo da trelica quanto as barras,
elementos de ligacao e custos de montagem. Assim, a otimizagdo visa minimizar a massa total e,

consequentemente, o custo da estrutura, no entanto sem danificar sua integridade e seguranca.

Diferentes formulacoes sao apresentadas na literatura (HAFTKA e GURDAL, 1991;
DEB, 2002; CHRISTOFORO, MARCONATO e OLIVEIRA, 2007; SOUZA, 2009; OLIVEIRA
e FALCON, 2013), sendo que algumas diferencas ocorrem com relacao a inser¢do de uma ou
outra restricdo. Em sua modelagem Haftka e Gurdal (1991) e Souza (2009) otimizaram a
massa de uma estrutura trelicada sujeita a restrigoes de tensao axial e deflexao, estas literaturas
ainda apresentaram dois algoritmos de busca de solucao: programacao linear sequencial, pois o

problema foi linearizado, e algoritmo genético.

Oliveira e Falcon (2013) também otimizaram a massa de uma estrutura trelicada sujeita
a restricoes de tensao axial e deflexao, porém o problema visou a otimizacao geométrica da
estrutura. J4 Christoforo, Marconato e Oliveira (2007) ao modelar o problema minimizaram a
area da secao transversal dos elementos de barra em funcao apenas dos deslocamentos nodais

da estrutura através do Método de Newton.

A seguir apresentamos uma das formulagbes do modelo, que foi utilizado para testes

numéricos realizados neste trabalho.

2.1 Funcao Objetivo

A fungao objetivo a ser minimizada é escrita em fungao das areas da se¢do transversal
das barras, modeladas como varidveis de projeto, e das posi¢oes dos nds, considerando que a
estrutura possui sua geometria e topologia fixada. Fixou-se também a forma da secao transversal

das barras como circular para fins de simplificacdo do modelo gerado.

Minimizar — M(Ay, Ag, ..., Ap) =Y ity pidiL; (1)
A, A9, ... A, €R?

onde,

e M :R"™ — R é a massa da estrutura;
e p; é a massa especifica do elemento i;

e [; é o comprimento da barra i;
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e A; é a drea da secdo transversal da barra i;

e m ¢é o numero de barras da estrutura.

Adotou-se que os elementos da trelica apresentam mesmo tipo de material, entao a funcao

na Eq. 1 pode ser escrita como :

m

=1

2.2 Restrigoes

As restrigoes foram formuladas de maneira a respeitar os limites das tensoes de ruptura
do material e evitar deflexdes na estrutura para que nao haja desconforto aos usudrios e danos

a seguranca. Assim as restri¢oes consideradas foram:

e Restri¢ao as tensoes axiais/normais

As estruturas trelicadas sdo uma solucao econdémica para projetos, elas resistem & esforcos
normais, de compressao e tracao. No entanto, como todo elemento estrutural, deve-se
prever em dimensionamento a tensdo méxima de ruptura (HIBBELER, 2009). Neste

sentido, restringiu-se a tensao em cada elemento de barra.
c t -
o; <o;<o;, Vi=1,...,m

Onde o; é a tensao normal atuante na barra i; of

)
t
7

é a tensao normal de compressao

admissivel na barra i; o; é a tensao normal de tracdo admissivel na barra .

e Restricao ao deslocamento da estrutura

Segundo NBR 8800 (ABNT, 2008), a estrutura deve atender a um Estado Limite de
Servigo com relagdo ao seu deslocamento, pois pode prejudicar a estética, a durabilidade
e a funcionalidade da estrutura. Deste modo, é necessario limitar o valor maximo de

deslocamento dos elementos componentes da trelica.
Uy <UM™ vi=1,...,m
Onde U; é o deslocamento na barra i; UZ-”m é o deslocamento maximo admissivel na barra
7.
e Restricao a area da secao transversal na analise continua

Estabeleceu-se condicoes de contorno para as areas da segao transversal das barras, de

forma a nao permitir que os elementos desaparecam durante o processo de otimizacao.

AT <A Yi=1,...,m

Onde A; é a area da secao transversal da barra 7; A" é a drea minima da segao

transversal da barra i; m é o niumero de barras da estrutura.
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3 Exemplo numérico

Os resultados numéricos apresentados a seguir foram obtidos através da otimizacao do
modelo apresentado na se¢ao anterior para o problema da trelica de 10 barras (Figura 1) presente
na literatura de Haftka e Gurdal (1991) e Souza (2009). Os testes foram realizados para os
parametros de entrada apresentados na Tabela 1 e os resultados sao apresentados nas Tabelas
3ed.

® 1 ® 2 ®

8 10 "
5 6
7 9 @
3 4 1
® @ )
| 9144 9144
|

Figura 1: Trelica plana de 10 barras

A Tabela 1 apresenta os dados de entrada para o algoritmo de otimizacao, bem como as

propriedades do material utilizado.

Tabela 1: Propriedades do material e dados de entrada

Médulo de elasticidade (kN/cm?) 6895
Massa especifica (kg/em?) 2767 x 1076
Tensao normal de compressao admissivel (kN/cm?) -17,2
Tensao normal de tragao admissivel (kN/cm?) 17,2
Deslocamento méximo admissivel (cm) +5,08

A partir da numeracao apresentada na Figura 1, uma carga externa (P) atua nos nds 2

e 4, conforme Tabela 2.

Tabela 2: Carregamentos aplicados
N6 Px (kN) Py (kN)
2 0 -444.89
4 0 -44489

Assim, com respeito as restricoes impostas no modelo obteve-se as areas de secdo trans-

versal étimas para cada elemento (Tabela 3) e a massa étima da estrutura (Tabela 4):

Conforme resultados apresentados nas Tabelas 3 e 4, os valores das varidveis de projeto
e funcao objetivo obtidos mostraram-se promissores, préoximos e coerentes com os resultados

obtidos na literatura.
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Tabela 3: Areas 6timas obtidas e comparacio com Souza (2009) e Haftka e Gurdal (1991)

Barras Area inicial (¢m?2) Area final (em?) Souza (em?) Haftka e Gurdal (em?)

1 32,26 196,93 202,4 196,92
2 32,26 0,65 0,65 0,65
3 32,26 149,73 149,94 149,69
4 32,26 98,22 92,52 98,2
5 32,26 0,65 0,65 0,65
6 32,26 3,54 0,65 3,55
7 32,26 48,19 55,23 48,13
8 32,26 135,71 131,23 135,75
9 32,26 138,9 135,1 138,91
10 32,26 0,65 0,65 0,65

Tabela 4: Massa 6tima obtida e comparagao com Souza (2009) e Haftka e Gurdal (1991)
Inicial Final Souza Haftka e Gurdal
Massa (kg) 1315 22951 2284 2295

$@ 1 (3 2 ™

3 4
$@ @ @)

Figura 2: Trelica plana de 10 barras - Configuracao final

Na Figura 2 é possivel verificar visualmente a configuracao final da estrutura otimizada.
Observa-se, também, que as dreas sao relativamente maiores para as barras mais solicitadas.
Assim, otimizou-se a massa final da estrutura através da reducao das areas das barras menos

solicitadas, mantida a seguranca.

4 Conclusoes

Foi desenvolvido um modelo matemético para o problema de minimizagao de massa de
estruturas trelicadas, submetidas a restri¢oes de tensao e deslocamento. Conforme dados obtidos
o modelo e algoritmo desenvolvido apresenta bons resultados, coerentes com os que constam na

literatura.

Considerado a extensao da trelica estudada, a massa final obtida da estrutura foi rela-

tivamente baixa, resultado do processo de minimizacao da mesma. Consequente a redugao de
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massa ha um decréscimo de custo de material necessario para estrutura de forma a manter as

condigOes de seguranca e conforto dos usudrios.

Logo, verifica-se a importancia de técnicas de otimizacao na concepcao de uma estrutura.
Deste modo, o projetista obtém um configuracao étima de estrutura sem a necessidade de grande
experiéncia na area, dado que este processo, muitas vezes, se caracteriza por uma evolucao lenta

e suscetivel a muitos erros.

Agradecimentos

Para execucao deste projeto de iniciacao cientifica, agradecemos o apoio financeiro con-

cedido pela Unioeste.

Referéncias

ABNT, NBR. 8800: Projeto de estruturas de ago e de estruturas mistas de ago e
concreto de edificios. Associagao Brasileira de Normas Técnicas, 2008.

CHRISTOFORO, A.; MARCONATO, S. A. S.; OLIVEIRA, R. Z. G. Otimizacao numérica
da area das secoes transversais dos elementos componentes de estruturas planas
do tipo trelica. Revista Brasileira de Biometria, Sao Paulo, v. 25, p. 57-69, 2007.

DEB, K. Multi-objective optimization using evolutionary algorithms. John Wiley &
Sons, 2002.

GOLDBARG, M. C.; LUNA, H. P. L. Otimizacao combinatdéria e programacao linear:
modelos e algoritmos. Sao Paulo, Elsevier, 2005.

HAFTKA, R. T.; GURDAL, Z. Elements of Structural Optimization. Springer Science &
Business Media, 1991.

HIBBELER, R. C. Resisténcia dos materiais. Pearson Prentice Hall, Sao Paulo, 7ed., 2009.

OKRUTA, M. Three-dimensional topology optimization of statically loaded porous
and multi-phase structures. University of Rhode Island, Open Access Master’s Teses,
Paper 347, 2014.

OLIVEIRA, S.; FALCON, G. Otimizacao geométrica de trelicas planas utilizadas em
coberturas metalicas. Rio de Janeiro, Vértices, v. 15, p. 101-115, 2013.

SORIANO, H. L. Estatica das estruturas. Rio de Janeiro, 3ed, Ciéncia Moderna, 2013.

SOUZA, R. P. Otimizagao de trelicas com restricoes de falha combinando técnicas
de programacao de algoritmos continuos e discretos. Dissertacdao de mestrado em
engenharia mecéanica, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, 2009.

TAHA, H. A. Pesquisa Operacional: uma visao geral. Sao Paulo, Pearson Prentice Hall,
2008.

ZIONTS, S. Linear and integer programming. Rio de Janeiro, Prentice Hall, 2006.



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel ]. 12




Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel ]. 13

Solugao para a equagao da onda via transformada de Fourier

Murilo Gabriel de Macedal
Universidade Estadual do Oeste do Parana
murilodemaceda@gmail.com

André Vicente
Universidade Estadual do Oeste do Parana
andre.vicenteQunioeste.br

Resumo: A Equacao da Onda é uma equacao diferencial parcial que descreve
diversos tipos de propagacao de ondas que ocorrem na natureza. No presente
trabalho, utilizamos uma ferramenta matemética muito til, a Transformada
de Fourier, para encontrar a solucdo de um problema de valores iniciais en-
volvendo a equacao da onda. Antes de provarmos o resultado principal, foi
necessario um embasamento tedrico a respeito de equagoes diferenciais par-
ciais e transformada de Fourier. Para tanto, foi usado principalmente o livro
EDP - Um curso de Gradua¢do de Iério (2010) como referencial tedrico.
A transformada de Fourier possui uma interessante propriedade de trans-
formar um operador diferencial em um operador algébrico. Assim sendo,
aplicamos tal propriedade na equacao da onda, de forma a transformaé-la em
uma equacao diferencial ordinaria. Em seguida, com o emprego de algumas
técnicas analiticas e com o calculo da transformada inversa, encontramos a
solucao da equagao.

Palavras-chave: equagoes diferenciais parciais; transformada de Fourier;
equacao da onda.

1 Introducao

As equacgoes diferenciais parciais sdo de grande importancia para diversos campos da
ciéncia como Biologia, Economia, Engenharia e Fisica, pois expressam muitas leis destas areas.
Isso porque é comum a existéncia de modelos cientificos que envolvem em sua formulagdo taxas

de variacao instantanea e consequentemente derivadas.

Uma ferramenta matematica muito 1til na resolucao de problemas de evolugao, isto é,
equagoes diferenciais parciais cuja fungao incégnita depende do tempo, é a transformada de

Fourier ]?: R — C de uma funcao f : R — C, a qual é dada por

fle) = 127T / :O f(z)e % dzx.

Uma das equagoes que podem ser solucionadas com o auxilio da Transformada de Fourier é a
Equacao da Onda, que modela fendmenos relacionados a vibragoes e a propagacoes de ondas.

O resultado principal deste trabalho seréd estabelecer um teorema que garante a existéncia de

1O autor agradece ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq) por bolsa de
iniciacao cientifica concedida ao mesmo.
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solucdo para a equacdo da onda. Mais precisamente, dadas f € C?(R) e g € C*(R), queremos

encontrar uma funcao u : R x (0, +00) — R tal que

Uy — Uze = 0, (x,t) € R x (0,4+00),
'LL($,0) :f(x)a I‘GR,
ut(ac,O):g(:U), I‘ER,

No presente trabalho, estabeleceremos e provaremos um teorema que garante a existéncia de
solugdo para um problema de valores iniciais envolvendo uma equagao diferencial parcial de
evolucao. Para demonstrar este teorema, serao utilizadas técnicas envolvendo a transformada
de Fourier de uma fungdo. Conforme descrito anteriormente, a referéncia base deste trabalho
foi Iério (2010). Veja também Folland (2013).

2 Definicoes Basicas

Uma equagao diferencial parcial (EDP) é uma equacao envolvendo duas ou mais variaveis
independentes z,y, z,t, ... e derivadas parciais de uma funcao u = u(x,y, z,t,...). De maneira

mais precisa, uma EDP em n varidveis independentes 1, ..., , é uma equacao da forma

ouou u Pu O
Ox1’ " Dwy 022 Dm0z, Dack

)=0 (1)

F(x1,...,n,u,

onde x = (21, ...,x,) € 2, Q é um subconjunto aberto de R", F' é uma funcao dada e u = u(x)

é a funcgéo a ser determinada.

A classificagao de EDPs segundo ordem e linearidade é semelhante a classificacao das
equagoes diferencias ordindrias (EDOs). A ordem de uma EDP é dada pela derivada parcial de
maior ordem que ocorre na equagao; por exemplo, a ordem da equacao (1) é k se F', como funcao
de alguma das derivadas de ordem k, é nao constante. Uma EDP ¢ dita linear se é de primeiro
grau em u e em todas as suas derivadas parciais que ocorrem na equacao; caso contrario a EDP

¢é dita nao linear.

Detonamos por C*(Q) o conjunto das funcoes u : @ — R k vezes continuamente dife-

rencidveis e por C(2) o conjunto das funcoes u : @ — R continuas.

A solugao geral de uma EDP, quando for possivel aché-la, envolve funcoes arbitratrias
das varidaveis independentes. No caso de EDPs, o espaco das varidveis independentes é multidi-
mensional: procura-se solugoes definidas em um aberto €2 C R™. Quando sao impostas condigoes
sobre o valor da solugao e de suas derivadas no bordo da regiao (condigées de contorno) temos
um problema de contorno. Condigoes de contorno aparecem de maneira natural na descrigao de

fenomenos estacionérios (independentes do tempo).

Como no caso de EDPs hd mais de uma varidvel independente (por exemplo = e t),
¢ natural fixar uma das varidveis (por exemplo ¢ = 0) e impor o valor da solucao e de suas
derivadas parciais em relagdo a varidvel fixa como fungdo das outras varidveis (por exemplo

u(z,0) = f(x) e wg(x,0) = g(x), f e g fungdes dadas). O conceito de condigdes iniciais pode ser
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generalizado impondo o valor da solugao e de suas derivadas normais ao longo de uma curva (se
n = 2) ou superficie (se n = 3) inicial. O problema correspondente é um problema de Cauchy

ou de wvalor inicial.

3 A Transformada de Fourier

Se f: R — C for integrével em qualquer intervalo [a, b] e se a integral imprépria

“+00 b
/ f(2)dz = lim / F(2)]dz < +o0 )
—o0 b e e

existir, entao a funcao f: R — C dada por

Fle) = :L o x)e %% dy
f(&) = (F 1)) Nraa f(z) (3)

estard bem definida para qualquer £ € R e serd chamada de transformada de Fourier de f.
O problema fundamental da teoria é tentar recuperar f de sua transformada e tal problema é

resolvido para uma classe especial de funcoes.

O espago de Schwartz, denotado por S = S(R), é a colecao das fungdes f : R — C
infinitamente diferencidveis em R tais que, quaisquer sejam «, 3 € Z™, existe uma constante
Co,3 com

|z fP)(2)] < Cup, YV €R; (4)

fB) ¢ a B-ésima derivada de f. Nota-se que as funcdes de S tendem a zero em +oo rapidamente:
de fato,sen € Ne f € S,

2" ()] < C = |f(z)] < ,f| v #0,

logo f(z) — 0 quando |z| — +o00 mais rdpido que o inverso de qualquer polinémio. E claro que,
se f € S, entdo a funcao g(x) = 2@ f¥)(x) também estd em S quaisquer que sejam o, 3 € Z7:
ela é infinitamente diferencidvel e z® g(ﬂ/)(x), quaisquer que sejam o/, € ZT, é uma soma
finita de termos da forma z"¢(™ (z), logo limitada. Finalmente, é evidente que S é um espago

vetorial complexo e que o produto (pontual) de funcoes de S estd em S.

Proposicao 1. Se f € S entdo f' € S e

~ ~

f(€) =igf(§), vE e R (5)

Prova. J4 mostramos que f’ € S. Calculando a transformada de Fourier de f’,

~ +oo .
FO= | r@e

27
N z)e % o — (=1 o z)e 8% dy
—m[f() i @ d]
=it f(9).
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Um argumento simples de indugao mostra que:

Corolério 2. Se fe S eneN, entio f(" € S e

Fm(€) = (i)™ F(©). (6)

Os resultados acima sao muito profundos. A Proposicao 1 nos diz que o operador di-
ferencial % agindo em S ¢é levado, via transformada de Fourier, no operador de multiplicacao
por £ no espaco {f f € S}. Isso nos permite transformar equagoes diferenciais ordindrias em

equagoes algébricas e reduzir equagoes diferencias parciais a equagoes diferenciais ordindrias.

Teorema 3. A transformada de Fourier F define uma bijecdo linear de S em si mesmo e sua

mversa € dada por

(F71)(x) /ﬁm Vel de, e R, f € S. (7)
\/7 ) )

4 A Operacao de Convolucao

Seja f € S e seja g : R — C limitada e seccionalmente continua em qualquer intervalo

fechado. A convolucdo de f e g é a funcao f * g : R — C definida por

+oo
(f*g)() = / fWg(a —y)dy, = € R. (8)

—0o0

Nota-se que a integral em (8) converge pois, como g é limitada, existe M > 0 tal que
lg(x)] < M, Vz € R

e, portanto,

+00 +°°
FWgla — )| < MIf(y)] = / FW)gla —y)|dy < M/ ()] dy < +oo.

Teorema 4. Se f,g € S, entdo fxge S e

—

+g(€) = V2 f(€)3(€), VE € R, (9)

5 Resultado Principal

Seja a Equagao da Onda

U (2, t) — Ugg(z,t) =0, (z,t) € R x (0,+00),
u(z,0) = f(z), =eR, (10)

),
ut(z,0) = g(z),

x € R,
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onde f € C?(R) e g € C*(R) sio dadas.

Para resolver este problema, primeiramente introduzimos uma funcao auxiliar. Seja

a >0,
X[—a,a} R—R

1sez € [—a,al (11)

T X[—a,q] (l’) =
0sex ¢ [—a,da]

Lema 5. Temos que, para todo x € R, vale

Roaale) = 220402) 12

Prova. Aplicando a Transformada de Fourier em (11), obtemos

400
X[ aa} \/7/ X[—a,d] g) fodf

— ¢ —ifx
= — e d
V7 ¢

1 a a
= — cos—a?d—i—i/sen—:cd .
o ([ costcennasvi [ sent-eo )
Fazendo a mudanca de varidveis

v=—{x = dv=—xd,

E=a=v=—az,

E=—a=v=axz,
temos que
T cos(
X[—a a] \/% du
u=—ax

1 sen(u)

\/7—56

u=ax

\/ﬁ (Sen - 3671(;;@)

L <sen az) seqi(;,x)>

-y

O]

Aplicando a Transformada de Fourier na primeira equacao de (10) e usando o Corolério

2, temos que

U (&, t) + €€, 1) = 0. (13)
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A equagao em (13) é uma EDO de segunda ordem com coeficientes constantes (na variavel t) e

sua solugao é
u(&,t) = 1 cos(&t) + co sen(Et).

Da segunda equacao de (10),

~

(¢, 0) = £(9),
e, de (14) e (15), segue que
F(&) =1(§,0) = 1.
Derivando (14), temos que

ur(&,t) = —c1 € sen(&t) + c2 € cos(Et).

Tomando a Transformada de Fourier na terceira equagao de (10),

ur(€,0) = 9(&)-
De (17) e (18), segue que
9(&) = u(£,0) = 2§,

e, portanto,

Cy —

2
n/‘r\rm
~—

De (14), (16) e (20), concluimos que

A6 1) = F(€) cos(€t) + ;,(5) sen(ct).

Nota-se que

cos(Et) = gtseng(ft),

Usando o Lema 5, temos que

6.0 =[5 0 (FOR10(©) + /39O X0 (©

Do Teorema 4 e de (24), segue que

—

~ 10 1,
u(é,t) = 3ot (f * X[%,t]) ) + B (9% xeg) (6)-
Aplicando a Transformada Inversa em (25), temos que

10

u(z,t) = 29t (f * X[=t) (2) + % (9% X[=t.) ().

Nota-se que
—+00

(f * X[—t,t]) (z) = f() X[~t,t] (z —y)dy,

(14)

(19)

(20)

(21)

(22)

(24)

(25)
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e que

lsex—yé€|[—tt

X[—t,t] (r—y) =
0sex—yé[—tt
(28)
_Jlseyce [x —t,z+1]
B Osey & [r—t,x+t.
De (27) e (28), segue que
T+t
(Fxie) @ = [ fwd, (29)
z—t
e, portanto, 5
9t (f*X[ft,t]) (z) = flz+1t) = flz —1). (30)
Analogamente a (29), temos que
T+t
(9% X[-1,9) (2) = / 9(y) dy, (31)
z—t
De (26), (30) e (31), concluimos que
_ _ 1 T+t
o) = TR LI 8 ) (52)

Assim, podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema 6. Sejam f € C%(R) e g € CY(R), entdo a funcdo u: R x (0,4+00) — R dada por

fle+t) = flz—1t) 1/"”“

t) = —
(e, 1) 5 -

é uma solugao do problema (10).

6 Conclusoes

Constatamos que a solucao encontrada com a utilizagao da transformada de Fourier é
idéntica a solugao obtida através do método das curvas caracteristicas. O uso da transformada
de Fourier permitiu encontrar a solugao para o problema estudado de maneira mais pratica
e menos trabalhosa que tal método. Além disso, é evidente que a transformada possibilita a

resolucao de outros problemas envolvendo EDPs dependentes do tempo.

Referéncias

I6rio, V.M. EDP - Um curso de Graduag¢ao. Rio de Janeiro: IMPA, 2010.
Folland, G.B. Real analysis: modern techniques and their applications. Nova York: John Wiley
& Sons, 2013.



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 120




Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel ].2 1

O teorema da representacao de Riesz

Valdecir de Oliveira Teixeiral

Académico do Curso de Mateméatica - CCET da Universidade Estadual do Oeste do Parané
valdecirdeoliveirateixeira@hotmail.com

André Vicente
Professor do Curso de Matematica - CCET da Universidade Estadual do Oeste do Parana
andre.vicenteQunioeste.br

Resumo: No estudo de problemas envolvendo equacoes diferenciais parciais
do ponto de vista qualitativo é frequente nos depararmos com situacoes em
que € necessario trabalhar em espacos duais. Isto ocorre pela necessidade de
ampliarmos as classes de fungoes envolvidas. Nesta direcdo torna-se extre-
mamente importante conhecer a forma geral de elementos de espagos duais,
ou seja, de operadores lineares limitados. No contexto de espacos de Hilbert
o teorema que caracteriza estes elementos é chamado de Teorema da Repre-
sentacao de Riesz. Neste trabalho serd apresentada uma demonstracao de
tal resultado.

Palavras-chave: Espacos de Banach; espacos de Hilbert; Teorema da Re-
presentacao de Riesz.

1 Introducao

O texto serd escrito no estilo Definicao, Teorema, Prova e ocasionalmente alguma Ob-
servacdo. Usaremos uma convencao especial: é a notacao “sse”, de Halmos, para “se e somente
se”. Toda a teoria desenvolvida pode ser encontrada na referéncia (Kreyszig, 1978); a Defini¢ao
2 foi tirada da referéncia (White, 1973) e o resultado principal pode ser visto tanto nas re-
feréncias (Brezis, 2011) como (Kreyszig, 1978). Este trabalho concentra todos os resultados
necessarios para provar o Teorema da Representagao de Riesz, mas, nés excluimos resultados
mais elementares como a definicdo de sequéncia, operagao entre conjuntos, definicao e proprie-
dades de corpo e outros resultados de Andlise Real e Teoria dos Espagos Métricos, que supoe-se

como pré-requisitos para estudar Anélise Funcional.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: na secao 2 nds apresentamos algumas
notacgoes, defini¢oes e resultados que serao usados posteriormente, e na se¢do 3 enunciamos e

demonstramos o resultado principal.

2 Notacoes e Resultados Preliminares

Nesta secao apresentamos algumas notacgoes e resultados que serao usados posterior-
mente. O desenvolvimento do contetido dessa se¢ao pode ser visto com mais detalhe na referéncia

(Kreyszig, 1978).

! Agradeco & Fundacio Araucéria pela apoio financeiro
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2.1 Notagoes e definicoes

Definicao 1. (espago métrico, métrica) Um espaco métrico é um par (X,d), onde X é um
conjunto e d é uma fungao definida em X x X, chamada de métrica em X, tal que para todo

x,y ez e X temos:

x,y) <d(xz,z) +d(z,y) (desigualdade triangular para métrica).

Suponha (X, d) um espago métrico e (x,) uma sequéncia em X, convergente para um
ponto z € X. Entao, se ¢ > 0, existe um inteiro N tal que d(z,z,) < €/2, se n > N. Desde
que d(zp,, ) < d(z,x,) + d(z,z,), segue-se que uma sequéncia convergente tem a seguinte

propriedade: para qualquer € > 0, hd um inteiro N tal que
d(Xpm,zy) <e se m>N e n>N.

Definigao 2. (sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia que tem a propriedade acima é chamada

de sequéncia de Cauchy.

Definigao 3. (espago métrico completo) Se um espago métrico tem a propriedade: “toda

sequéncia de Cauchy converge”, entao diz-se que ele é completo.

Definicao 4. (espago vetorial) Um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K é um
conjunto nao vazio de elementos x, y, ... (chamado vetores) junto com duas operagoes algébricas:

adicao de vetores e multiplicacao de vetores por escalares.
A adicao de vetores é definida como:
+:XxX — X

(r,y) = x+y

onde z + y é chamado de soma de x e y e goza das seguintes propriedades:

(Al)z+y=y+z

(A2) 2+ (y+2)=(x+y) + =
(A3) z+0=z.

(A4) x4 (—x) = 0.

Onde o elemento 0 é chamado de wvetor zero ou vetor nulo e —x é chamado de simétrico

de z. A multiplicacdo de vetores por escalares é defininida como:

K xX — X
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(,z) +— «a-xz=azr

onde ax é chamado de produto de o e x e goza das seguintes propriedades:

X ¢é chamado de espago vetorial real se K =R e espago vetorial complexo se K = C.

Defini¢ao 5. (norma, espago normado, espago de Banach) Uma norma em um espago

vetorial X é uma funcao real ou complexa denotada por
]

(leia-se norma de x) e que goza das seguintes propriedades:

(N1) [|z] > o.
(N2) ||z]| = 0 & z = 0.
(N3) [laz|| = |e[|z].

(N4) ||z +y| < |lzl]| + |ly]l (desigualdade tridngular para norma).

onde =z e y sdo vetores em X e a é um escalar em K. Uma norma em X define uma

métrica d em X a qual é dada por
dz,y) =z -yl  Vr,yeX

e é chamada de métrica induzida pela norma. Um espaco vetorial munido de uma norma e
denotado por (X, |]]) é chamado de espago normado. Um espaco de Banach é um espago

normado completo (completo na métrica definida pela norma).

A norma € uma funcgdo continua, isto €, x — ||x| € uma fun¢do continua de (X, ||-]|).

Definicao 6. (convergéncia pela norma) Uma sequéncia (x,) em um espago normado X é

convergente se X contém um x tal que
lim ||z, — x| = 0.
n—oo

Entao escrevemos z,, — = e dizemos que z é o limite de (z,). Uma sequéncia em um espago

normado é de Cauchy se para cada € > 0 existe um N tal que

|xm —zn|| <e vV m,n > N.
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Definicao 7. (operador linear, espago nulo) Um operador linear T é uma fungao tal que

(T1) o dominio Z(T') de T é um espago vetorial e a imagem Z#(T") também é um espago vetorial

sobre o mesmo corpo de escalares,
(T2) para todo =,y € Z(T) e escalar «,
Tx+y) = Tx+Ty

T(ax) = aoTx.

Por definigao, o espago nulo de T' é o conjunto de todos os x € Z(T') tal que Tz = 0 e é denotado
por A (T). Note que 70 = 0 (tome av = 0 em (T2)).

Definicao 8. (operador linear limitado, norma do operador) Sejam X e Y espagos
normados e T : Z(T) — Y um operador linear, onde Z(T) C X. O operador T' é dito ser

limitado se existe um nimero real ¢ tal que para todo = € Z(T),
[Txlly < cllz)x

A norma do lado esquerdo estd definida e Y e a do lado direito em X. Quando ndo houver

perigo de confusao, por simplicidade escrevemos ||Tz| < c||z|. Quando x # 0 podemos definir

IIT|| como
T
I7l = sup 1E2 (%)
vea(r) Nzl
x#0

IIT|| é chamado a norma do operador T. Se Z(T) = {0} definimos ||T| = 0. Observe

que fazendo ¢ = ||T'|| temos a seguinte desigualdade
1Tz|] < 17| [l (**)

Definicao 9. (funcional linear) Um funcional linear f é um operador linear com dominio em

um espaco vetorial X e imagem no corpo de escalares K de X; isto é
f:2() — K
z = fz)
onde K =R se X éreal ou K = C se X é complexo.

Definicao 10. (funcional linear limitado) Um funcional linear limitado f é um operador
linear limitado com imagem no corpo de escalares K do espago normado X no qual o dominio

P(f) esta contido. Portanto existe um nimero real ¢ tal que para todo z € Z(f),

f(@)] < cll].

Além disso, a norma de f é (cf. Definicao 10, (x))

X
17l = sup L@
zeo(f) Nzl
#£0
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ou (cf. Teorema 20)

1£= suw |Gl
Telt

Também, cf. Definigao 10, (xx), tal que

[f @) < (£ [Hl])-

Definicao 11. (produto interno, espago com produto interno, espago de Hilbert) Seja
X um espago vetorial e K um corpo de escalares sobre X. Um produto interno em X é uma

funcao
()X xX — K
(z,y) = (z,9)

onde cada par x e y sao associados a um escalar chamado o produto interno de z e y. Para

todos os vetores x, ¥y e z e escalares a o produto interno goza das seguintes propriedades:

(IP1) (x +y,2) = (z,2) + (y, 2).
(IP2) {az,y) = afz,y) e (z,ay) =a(z,y).

(IP3) (z,y) = (y,z).

(IP4) (z,2) >0 e (z,2)=0 <= z=0.

Um produto interno em X define uma norma em X dada por
[zl = v/ {z, z)
e uma métrica em X dada por

d(z,y) = |lz —yll = V{z —y,z —y).

Um espago vetorial X com um produto interno definido em X é chamado de espaco
com produto interno. Um espaco de Hilbert é um espago com produto interno completo

(completo na métrica definida pelo produto interno).

Observagao: FEspacos com produto interno sao espacos normados e espacos de Hilbert sdo
espacos de Banach. Uma norma em um espaco com produto interno satisfaz a Regra do Para-
lelogramo:

lz +ylI* + llz = ylI* = 2(I2]* + [ly]1*).

Definigao 12. (ortogonalidade) Um elemento = de um espago com produto interno X ¢é dito

ser ortogonal a um elemento y € X se

<$, y> = 0.

Dizemos que z e y sao ortogonais entre si e escrevemos x L y. Para subconjuntos A, B C X

escrevemos * | Asex Ll aparatodoa € A;e Al Bsea |l bparatodoa€e Aebe B.
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Definigao 13. (subespaco de Hilbert) Um subespaco Y de um espago de Hilbert H é definido

para ser um subespago de H, munido com um produto interno.

Definicao 14. (segmento, convexidade) Seja X um espagco vetorial sobre um corpo de esca-

lares K, chamamos de segmento o conjunto
S={zeX;z=azx+(1-a)y, z,yeX e ac K}
Um subconjunto M de X é dito ser convexro se para cada z,y € M, S C M.

Definicao 15. (Soma direta, complemento ortogonal) Um espago vetorial X é dito ser a

soma direta entre dois subespagos Y e Z de X, quando
X=YpZ
se cada x € X tem uma Unica representacao
r=y+z (yeY, ze2)
Seja H um espago de Hilbert e Y um subespaco de H, o complemento ortogonal de Y é
Yi={z¢H; 21V}

Definicao 16. (espago dual) Seja X um espaco normado. O conjunto de todos os funcionais
lineares limitados definidos em X ¢é dito ser o espaco dual de X e é denotado por X*. Por
simplicidade chamaremos X* apenas de dual. X* também é um espago normado com a norma

definida por

flx

1l = sup @
sea(r) 17l
z7#0

2.2 Resultados Preliminares

Os resultados apresentados nessa segao servirao como pré-requisitos para a demonstragao

da Teorema da Representacao de Riesz.

Teorema 17. Um subespago M de um espaco métrico completo X é completo sse o conjunto
M ¢ fechado em X.

Prova. Seja M completo. Para cada z € M existe uma sequéncia (x,) em M a qual converge
para x. Desde que (z,) é de Cauchy (cf. Definicao 2) e M é completo (cf. Definicao 3), (zn)

converge em M. Portanto x € M. Como x € M foi arbitrério isto prova que M é fechado.

Reciprocamente, Seja M fechado e (x,) de Cauchy em M. Entao z, — = € X, o qual
implica que € M, e x € M desde que M = M por hipétese. Conseqiientemente a sequéncia

arbitraria de Cauchy converge em M, logo M ¢é completo. O

Teorema 18. Seja T um operador linear, entdo, o espago nulo N (T) é um espago vetorial.
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Prova. Sejam x1,z9 € A (T) elementos quaisquer. Entao Trz; = Txe = 0. Desde que T é

linear, para quaisquer escalares « e 8 nés temos
T(axy + Bz2) = aTxy + fTry =0
Isto mostra que azq + Sxe € A (T). Portanto A (T) é um espaco vetorial. O

Teorema 19. Seja T um operador linear, entdo, o espago nulo N (T) é um espago vetorial.

Prova. Sejam x1,z9 € A (T) elementos quaisquer. Entao Try = Txe = 0. Desde que T é

linear, para quaisquer escalares « e 8 nés temos
T(axy + Bzo) = aTxy + fTxy =0
Isto mostra que axy + Sxe € A (T). Portanto A (T) é um espaco vetorial. O
Teorema 20. Seja T um operador linear limitado. Entao uma formula alternativa para a norma
é
IT)| = sup [Tzl

ze2(T)
[[=]]=1

Prova. Escrevemos ||z|| = a e definimos y = (1/a)z, onde = # 0. Entdo ||y| = [|z||/a =1, e

desde que T ¢é linear, temos

1 1
1T = sup LTl = sup \T(:c)Hz sup [Tyl
a a z€P(T)

z€P(T) z€2(T)
z#0 z#0 llyll=1
Trocando x por y concluimos a prova. O

Teorema 21. Seja T : 2(T) — Y um operador linear, onde 2(T) C X e X,Y espacos

normados. Entdo T € continuo sse € T limitado.

Prova. Para T' = 0 a demonstragao ¢é trivial. Seja 7" # 0. Entao ||T'|| # 0. Vamos assumir 7'
para ser limitado e considerar qualquer zy € Z(T). Dado um ¢ > 0 qualquer, desde que T é

linear, para cada z € Z(T) tal que

3

|z —x0|| <d onde §=-—
17l

obtemos
| Tz —Txo|| = [|T(x — xo)|| < [|T|[lz — ol < ||T]|6 =e.

Desde que zg € 2(T) foi arbitrario, isto mostra que 7' é continuo.

Reciprocamente, suponha T continuo em um arbitrdrio zp € %(T). Entao, dado qual-

quer € > 0, existe um ¢ > 0 tal que

Tz —Txo|| <e VaxeP(T) satisfazendo |z — x| <. (1)



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 128

Nés agora tomamos qualquer y # 0 em Z(T') e definimos

1) 1)

ly
Conseqiientemente ||z — zg|| = d, de modo que podemos usar (1). Desde que T' é linear, nds
temos
I~ Tanl = 7 - 20l = |7 (50| = 2
Iyl [yl

e (1) implica

0 €
mHTyH <e.  Portanto [Tyl < <[yl
E isto pode ser escrito como || Ty|| < ¢|ly||, onde ¢ = &/§. Logo T é limitado. O

Corolario 22. Seja T um operador linear limitado. Entdo:

(a) xy —> x (onde xp,x € D(T)) implica Tx,, — Tx.

(b) O espaco nulo N (T) € fechado.

Prova. (a) Segue do Teorema 21, quando n — oo,

[Ty = Ta|| = |T(xn — 2)| < [|T|||n — [ — 0.

(b) Para cada x € A(T) existe uma sequéncia z, em A (T) tal que =, — =z. Con-

seqiientemente, Tz, — Tx pela parte (a) deste Corolario. Também, Tx = 0 desde que

Tz, =0, de modo que x € A (T). Desde que = € A4 (T) foi arbitrario, A4 (T") é fechado. O

Teorema 23. Um funcional linear f com dominio 2(f) em um espa¢o normado é continuo sse

¢ limitado.
Prova. Conforme Teorema 21. ]

Teorema 24. Um produto interno e sua correspondente norma satisfazem:

(a) Desigualdade de Schwarz:
(@, )] < [l ][yl

(b) Desigualdade Triangular:
[z +yll < [l + [lyll-

Prova. (a) Se y =0, entdo (z,0) = 0. Seja y # 0. Para cada escalar a nés temos

0< [lz — ay|?

(z —ay,z — oy)

= (@,2) —a(z,y) — a[(y,z) — aly,y)]
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Se escolhermos @ = (y,z)/(y,y) e substituindo na expressao acima temos

W), o L@l
0 @wo =g py@w =l ="

onde (y,r) = (x,y). Multiplicando por ||y||?, transferindo o 1ltimo termo para a esquerda e
tirando a raiz quadrada, nés obtemos a Desigualdade de Schwarz. A igualdade é estabelecida

sse y =0 ou ||z — ay||?> = 0, donde x — ay = 0, de modo que = = ay.

(b) Observe que

1 + (@, y) + (g, 2) + Iyl
= lz)* + 2(z, ) + Iyl

1 + 214z, )] + Ily®

]I + 2llzlllyll + llylI*

= (ll=ll + lly)?.

lz +yl* = (@ +y,2+y)

IN

IN

Como a funcao raiz quadrada é crescente, obtemos a desigualdade triangular para a norma. A

igualdade ocorre sse
(z,y) + (y, 2) = 2[|=|[lyll.
O

Teorema 25. Seja X um espago com produto interno e M # () um subconjunto convexo o qual
é completo (na métrica induzida pelo produto interno). Entdo para cada x € X dado existe um
unico y € M tal que

0= inf llo—gll = llz - yll
Prova. (a) Ezisténcia: Pela defini¢do de infimo existe uma sequéncia (y,) em M tal que
d0p — 0 onde &, = ||z — ynl
Escrevendo y,, — x = vy, nds temos ||v,|| = d,, e

> 26

1
lvn +vm|| = lyn + ym — 22| = 2 b (Yn +ym) — T

porque M é convexo, de modo que %(yn + ym) € M. Temos que y, — Ym = Un, — U, pela Regra

do Paralelogramo,

lyn — ym”2 = ”Un - UmHQ = —|lvn + 'UmH2 + Q(HUnHQ + ||Um||2)

< —(20)2 4+ 206,24 62),

e portanto (y,) é de Cauchy. Desde que M é completo, (y,) converge, y, — y € M e nds

temos que ||z — y|| > §. Também

lz =yl < llz = ynll + lyn —yll = 0n + lyn —yll — 0.
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Logo ||z — y|| = 4.

(b) Unicidade: Sejam y,yo € M ambos satisfazendo
|z —yll=6 e [z—uyol =0

Pela Regra do Paralelogramo,

ly =wl® = [ty —2) = (yo — o)
= 2lly — 2> +2[lyo — 2| = I(y — 2) + (o — 2)|I”
1 2
= 262426222 §(y+yo)—x
< 20° 4207 — 46
=0
Pois, %(y +yo) € M, de modo que
1
§(y+y0)—x > 0.
Como |y — yo|| > 6, entdo y = yo. O

Teorema 26. Seja Y um subespaco fechado qualquer de um espaco de Hilbert H. Entdo
H=Y®Z (Z=Y1)
Prova. Desde que H é completo e Y é fechado, Y é completo (cf. Teorema 17). Desde que Y é
convexo, o Teorema 25 implica que para cada x € H existe um y € Y tal que
r=y+z (zeZ=Y"1)
Para provar a unicidade, assumimos que
r=yY+z=y1+21

onde y,y1 € Y e 2,21 € Z. Entao y —y1 = z1 — 2. Desde que y — y1 € Y enquanto que
21 —2€Z =YY" nés vemos que y — y; € Y NY L = {0}. Isto implica y = y; e z = 2. O

3 Resultado Principal

Nesta secao apresentamos uma prova do Teorema da Representacao de Riesz. O desen-
volvimento do conteido dessa se¢ao pode ser visto com mais detalhes nas referéncias (Brezis,
1978) e (Kreyszig, 1978).

Teorema 27 (Teorema da Representagao de Riesz). Cada funcional linear limitado f em

um espaco de Hilbert H pode ser representado como um produto interno, da forma

f(x) = (2,2) (1)

onde z depende de f, € unicamente determinado por f e tem morma

1zl = I1F ]l - (2)
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Prova. Considere o operador T : H — H* definido como: dado qualquer x € H, a aplicacao
x — (x,z) é um funcional linear limitado e portanto continuo em H (cf. Teorema 23). Isto

define um elemento em H*, o qual denotamos por Tz = f, de modo que
Tz(z) = f(z) = (@, 2) (Vo eH)
Assim z pode ser determinado pela aplicacao

T':H* — H
[ T =2z

(a) f tem wuma representagao como (1): Se f = 0, entao (1) e (2) é assegurado se to-
marmos z = 0. Seja f # 0. Observe que z # 0, caso contrario f = 0; (z,z) = 0 para todo =

para o qual f(z) = 0, ou seja, para todo = € A(f), e portanto z L A4 (f). Isto sugere que

consideremos o .4 (f) e seu complemento ortogonal A (f)*.

A (f) é um espago vetorial (cf. Teorema 18) e é fechado (cf. Corolario 22). Portanto,
f # 0 implica A (f) # H, de modo que t/V(f)L # 0 (cf. Teorema 26). Conseqiientemente
N (f)F %0 contém um zy # 0. Definimos

v = f(x)z0 — f(20)z

onde x € H é tomado arbitrariamente. Aplicando f, nds obtemos

fv) = f(f(@)z0 — f(z0)x)
f

z)20 — f(20)z,2)
z)20,2) — (f(20), 2)
= f(@){20,2) — f(z0)(z, 2)
= f(x)f(20) = f(20)f ()
(x)

= f(@)[f(20) — f(20)]

(f(
(f(

Isto mostra que v € A(f). Desde que z9 L A(f), ndés temos

0=(v,20) = (f(z)z0— f(20),20)

= (f(z)z0,20) — (f(20), 20)

= f(@)(20,20) — f(20)(, 20)
Observando que (zq, 20) = ||20]|? # 0, nés podemos escrever f(z) como

_ f(20)
f(.’E) - <ZOa ZO> <‘T’ ZO>‘
Isto pode ser escrito na forma (1), onde
C) 20,
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Desde que = € H foi arbitrario (1) estd provado.

(b) z em (1) € unico: Suponha que para todo = € H
f(x) = (x,21) = (=, 22).
Entao (x, 21 — z2) = 0 para todo . Escolhendo em particular z = z; — 29, nés temos
(x,21 — 20) = (21 — 29,21 — 20) = |21 — 22> = 0.

Portanto z1 — zo = 0, de modo que z1 = z9.

(¢) (2) é satisfeito: Se f = 0, entdao z = 0 e (2) estd provado. Seja f # 0. Entao

z# 0. De (1) com = = z e da Definicao 13, nés obtemos

1217 = (2. 2) = f(2) < I £lll=]]-

Dividindo por ||z|| # 0 temos ||z|| < ||f]]. De (1) e da Desigualdade de Schwarz (cf. Teorema

24) nés vemos que

[f(@)] = (2, 2)] < l]l[|=]]
Isto implica

IfIl = sup [z, 2)] <|lz]].

llzll=1

Referéncias

Brezis, Haim; Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Springer
Science+Business Media, LLC 2011.

Kreyszig, Erwuin; Introductory Funcional Analysis with Applications, by John Wiley & Sons.
Inc., 1978.

White, A. J.; Andlise Real: uma Introducao, traducdo, Elza F. Gomide. Sao Paulo, Edgard
Bliicher, Ed. da Universidade de Sao Paulo, 1973.



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 183

Otimizagao topolégica em vigas pelo critério da otimalidade

Renato Massamitsu Zama Inomatal
UNIOESTE - Universidade Estadual do Oeste do Parand
renato.inomata@gmail.com

Paulo Domingos Conejo
UNIOESTE - Universidade Estadual do Oeste do Parana
pconejo33@gmail.com

Paula Yumi Takeda
UNIOESTE - Universidade Estadual do Oeste do Parana
pytakeda@gmail.com

Simone Aparecida Miloca
UNIOESTE - Universidade Estadual do Oeste do Parana
simone.miloca@unioeste.br

Resumo: Problemas de otimizacao sao bastante comuns em diversas areas
do conhecimento. Em particular, a otimizagao topolégica fornece concepgoes
estruturais a engenharia, sendo elas baseadas em alguma caracteristica a
ser otimizada e suas respectivas restrigoes fisicas e/ou construtivas. Neste
trabalho serd abordado o problema em que se obtém a estrutura mais rigida
sujeita a uma certa quantidade de material a ser utilizado. O problema foi
modelado com a utilizacdo do método dos elementos finitos (MEF) e, para
resolver os problemas de otimizacao, foi utilizado uma metodologia heuristica
conhecida como Critério da Otimalidade. Foram variados alguns parametros
de entrada para o problema a fim de comparar os seus efeitos na topologia
6tima obtida.

Palavras-chave: otimizacao topoldgica; critério da otimalidade; elementos
finitos.

1 Introducao

A Otimizagdo é a drea da Programacdo Matemdtica que consiste em minimizar ou
maximizar uma determinada func¢ado, f, denominada funcao objetivo, sujeita a determinadas
condigoes, I'; denominadas restri¢coes (RIBEIRO; KARAS, 2013).

Um problema de otimizacao ¢ usualmente escrito na forma

minimizar f(x)

(1)

sujeitoa x el

comI'={z e R" | h(z) =0, g(x) <0}, h: R" - RP, g: R" - R%e f:R" — R funcoes

diferencidveis. Quando o conjunto I' é o espaco n—dimensional, o problema de otimizacao é dito

! Agradecimentos & CNPq por oferecer apoio financeiro
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irrestrito. Quando a funcao objetivo ou alguma das func¢oes que definem o conjunto de restrigoes
I' for nao linear, dizemos que o problema (1) é de Otimizagdo nao Linear. Ao contrario é de

Otimizacao Linear.

A Otimizagao Topoldgica é ramo da Otimizacao que trata de projetar a topologia 6tima
de uma estrutura (BENDSOE et al., 2004). As primeiras otimizagoes topolégicas, remontam
estudos de Michell (1994), que estudou a minimizagao de volume de uma estrutura formada por

barras.

O método para a escolha topoldgica, essencialmente, consiste em distribuir material no
interior de um dominio, minimizando um funcional sob restricoes pré-estabelecidas. Assim, a
otimizacao topoldgica estd voltada para a obtencao da estrutura mais rigida possivel, sujeita
a restrigoes, como um volume maximo de material. A Otimizacao Topoldgica combina essen-
cialmente métodos de otimizagao com um método de Andalise Numérica. Considerando que as

equacoes de equilibrio sao envolvidas, utilizaremos o Método dos Elementos Finitos.

Neste trabalho foi utilizado o Critério da Otimalidade para resolver os problemas de
otimizagao. Embora trate-se de um método heuristico, ou seja, sem prova de convergéncia,
Andreassen et al. (2004) e Sigmund (2001) mostraram em seus trabalhos que o método gera

bons resultados para o problema de interesse.

2 Modelagem do problema

2.1 Meétodo SIMP

Discretizado um dominio de projeto €2, este sera representado por uma malha de elemen-
tos discretos, onde um elemento possui o valor de 1 caso faga parte da estrutura 6tima ou 0 caso

contrario. Dessa maneira, a varidvel para o problema (1) representa a densidade dos elementos.

Contudo, problemas com varidveis continuas sao resolvidos mais facilmente, visto que,
devido a suavidade das fungoes é possivel deduzir informac¢ées em uma vizinhanga de uma
variavel (WRIGHT; NOCEDAL, 1999). Portanto, adotamos valores de densidade z; € [0, 1],

onde 7 representa cada um dos elementos pertencentes a §2.

Embora seja interessante trabalhar com varidveis continuas, segundo Senne (2009), essas
nao representam um significado fisico adequado, visto que nao serao utilizados diferentes ma-
teriais para a estrutura. Assim, para que seja possivel aproxima-lo de um problema discreto, o
método Solid Isotropic Material with Penalization foi utilizado, sendo que cada uma das densi-
dades é elevada a um fator de penalizacao p, a fim de tornar as densidades mais proximas de 0

ou 1. A Figura 1 ilustra os valores obtidos com diferentes fatores de penalizacao.
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Figura 1: Efeito do aumento do fator de penalizacao p nas densidades x

Sigmund (1994) explica que conforme o aumento dos valores de p mais distintas sao as
areas vazias e sélidas (hd menor presenca de densidades intermedidrias), sendo que para p ~ 3

as solugoes obtidas consistem quase que inteiramente de regioes ou sélidas ou vazias.

2.2 Formulagao dos elementos

Quando se utiliza o Método dos Elementos Finitos, as caracteristicas de uma estrutura
como a sua rigidez ou deformacoes quando sujeitas a cargas sao fatores que dependem dire-
tamente da modelagem dos elementos que a compoem. Os elementos utilizados neste trabalho

foram quadrilateros de area unitaria, ou seja, placas com quatro nés e de lados iguais e unitarios.

Matriz de rigidez de um elemento

Para cada elemento é associado uma matriz de rigidez k. simétrica e positiva definida.
As dimensoes dessa matriz correspondem ao ntmero de deslocabilidades do elemento, ou seja,
neste caso a matriz possui dimensoes 8 x 8 (2 deslocabilidades/né x 4 néds). A rigidez de um
elemento é obtida através da férmula do trabalho interno, sendo que a demonstracao pode ser

encontrada em Chandrupatla et al. (2002).

Matriz de rigidez global

O conceito de matriz de rigidez pode ser expandido para a malha de elementos, através
da matriz de rigidez global. Nela teremos uma matriz K € R?"*2"n_onde n,, é o ntimero de

nos da malha.

Seja ne; 0 ntmero total de elementos da malha, a rigidez global pode ser obtida através

de um somatorio das rigidezes K; dos ¢ = 1, ..., ne elementos. Para obter K, é utilizada uma
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matriz P; € R?"*8 formada pelas colunas da matriz identidade I € R2™"*2"n  assim

K; =P, k. PT, i=1,...,n. (2)

A matriz K; é uma superposicao das rigidezes k., porém disposta em uma matriz 2n, x
2n,,, de maneira que os graus de liberdade de k. estejam relacionados ao seus respectivos graus

de liberdade obtidos pela numeracao da rigidez global K.

A condigao de equilibrio estdtico para a estrutura (também conhecida como restri¢ao
tecnoldgica) é dada por
KU=F 3)

em que o vetor U € R?™ é o wetor global de deslocamentos, enquanto que F € R?™ é o vetor

global de for¢as nodais.

2.3 Formulacao do problema

O problema de otimizagcao topolédgica que temos interesse é o de minimizar a flexibilidade,
que é equivalente a maximizar a rigidez, sujeita a uma restricio de quantidade maxima de

material a ser utilizado pela estrutura. Ou seja,

min Flexibilidade

(4)
s.a. Volume da estrutura < Volume maximo.
Seja x o vetor das densidades dos elementos, a matriz de rigidez global, K = K(z) é

Nel

K=Y a'K;, (5)
i=1

com K; dado por (2) e p a penalidade associada ao método SIMP.

O vetor global de deslocamentos U = U(z), é obtido por (3) e (5). A flexibilidade da
estrutura é dada pelo produto entre o vetor global de forgas nodais F' e o vetor U. Seja ng o

numero de elementos da estrutura, assim, de (3), a fungao objetivo, f, : R" — R, é dada por

folz) = FTU = UTKU. (6)

O dominio de projeto é uma viga retangular, com apoios na lateral que apresenta a carga,
e um apoio na extremidade oposta. Este problema surge de uma simplificacao por simetria de
uma viga isostatica e bi-apoiada, conforme Figura 2. Os locais que apresentam apoios terao

deslocamentos nulos.
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|
?

Figura 2: Otimizagao topolégica de uma viga bi-apoiada. a) Dominio de projeto completo, b)
dominio de projeto simplificado, ¢) solugao obtida (SIGMUND, 2001)

Sabendo que todos os elementos possuem a mesma dimensao, assim, seja vy a fragao de

volume, V4. serd o volume maximo da estrutura tal que

Vf = Vinaz/Nel- (7)

Seja V = V(x), como z € [0, 1], temos

Nel Nel

min Yy UTKU = af (uf kew:)
=1 =1

sa. V= sz < (ner)(vy)

onde u; é o vetor de deslocamentos nodais do elemento 7.

E importante que xyi, seja superior a 0 pois o problema, que é continuo, se aproximaria
de um problema discreto, gerando uma instabilidade numérica devido a grande variacao das
densidades dos elementos (SENNE, 2009).

Para realizar a otimizagao do problema (8) é necessério conhecer os gradientes da fungao

objetivo e das fungoes de restricao do problema a fim de utilizar o Critério da Otimalidade.

A derivada da funcao objetivo é obtida derivando, com relacdo a x;, a equacao da condicao
de equilibrio dada por (3). Assim

oK kY ()

RU=F= 8.751 81’1 N

visto que OF /0x; = 0, pois o carregamento nao depende da densidade. Além disso, derivando

(),

0K
— \p—1
oz, p(z;)P K. (10)
Utilizando (6), (9) e (10), temos
T
Oolx) _ OU_ 1y oty g 9U —p(z)PTUTKU.

(‘3% N 8332 8.%1 83:1 N
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2.4 Tabuleiro de xadrez

Um dos problemas recorrentes em se tratando de otimizacgao topolégica é o “tabuleiro
de xadrez”. Sigmund (1994) o define como “regidao com elementos vazios e sélidos alternados,

dispostos em forma de um tabuleiro de xadrez”, como demonstrado na Figura 3 a seguir.

]
|

N
N
\
N

X
an\L
[

Figura 3: O tabuleiro de xadrez na otimizagao de uma viga. a) Dominio de projeto, b) solugao
do problema para uma discretizagao com 400 elementos, ¢) solugao para uma discretizagao com

6400 elementos (BENDSQOE, 2004)

Essa “porosidade”nao deve ser entendida como uma estrutura 6tima, sendo que ela esta
diretamente relacionada com instabilidades numéricas devido a modelagem dos elementos. Jog e
Haber (1996) mencionam que elementos de ordem 4, ou seja que apresentam 4 nés, apresentavam
o problema do tabuleiro de xadrez, contudo, os autores nao encontraram o surgimento desse

comportamento com elementos de ordem 8 ou 9.

Sigmund (1994) comenta que existem diferentes maneiras de se contornar o problema do
tabuleiro de xadrez. Em seu trabalho, o autor sugere a utilizacdo de métodos de processamento

de imagens para reducao de ruidos, caracterizando o filtro espacial.

Filtros s@o operadores matemdticos, mais especificamente um produto de convolucao
entre uma funcgao e a fungao das densidades (BOURDIN, 2011). Eles atuam em uma vizinhanga
de um elemento, alterando suas caracteristicas, como o vetor gradiente da funcao objetivo, ou

as densidades dos elementos. A Figura 4 a seguir demonstra o raio de atuacao do filtro rmyiy.
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~

Figura 4: Tlustragao da vizinhanga de um elemento finito i (SENNE, 2009)

O filtro do vetor gradiente da funcao objetivo

Andreassen et al. (2011) propoe um filtro baseado na média ponderada do vetor gradiente
da funcao objetivo em uma vizinhanca para cada elemento da estrutura. Seja ¢ =1, ..., ng, f
a funcao objetivo, B; uma bola de raio ryi, centrada no centro do elemento ¢, os componentes

do gradiente, df/0x;, serao substituidos por

af 1
H@]xj 'izl,...7nel,
or; T Z Hw ng: 8
JjEB;

com
ff\[ij _ { Tmin — Sij, se j € B, N (11)

0, caso contrario,
um fator de peso que varia conforme s;;, que ¢é a distancia euclidiana entre os elementos ¢ e j.
Quanto mais préximo um elemento j estd de seu elemento central ¢, maior é a atuacao do filtro.
E interessante notar que ﬁij é um parametro que depende exclusivamente das posicoes relativas

entre os elementos, sendo, portanto, constante ao longo das iteracoes.

O filtro da média ponderada das densidades

Este filtro é andlogo ao anterior e modifica a densidade de um elemento central e pela
média ponderada das densidades dos elementos 7 dentro de uma vizinhanca B, com raio 7yiy.

As novas densidades sao dadas por

Te = E He'L:L"L
Z : HEZ 1€ Be

ZeBe

Vale ressaltar que o gradiente das fungoes objetivo e das restrigoes também sao modifi-

cados, e podem ser obtidos aplicando a regra da cadeia. Portanto
Z 0¢ 0%, Z i aC
(‘):cj S5 02 O; Z Hej oz’

leBe

na qual ¢ é a funcdo que representa ou a fungao objetivo ou a restricao de volume e f[ei obtido

através de (11).
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3 Critério da otimalidade

Dentre os diversos métodos de otimizagao existentes, neste trabalho utilizamos o Critério
da Otimalidade, que é um método heuristico e de facil implementagao. Segundo Bendsge et al.

(1995), o método gera bons resultados para o problema apresentado.

Seja k o nimero da iteragao atual, o esquema para a otimizac¢ao do problema (8) é dado

por

max(xmin’ 1‘? o m) se 1‘fo < max(xminv l’f - m)7
ohtl z¥ B se max(Lmin, ¥ —m) < 2FBY < min(1, 2 + m), (12)

K3
min(1, 2% + m) se min(1,z¥ +m) < zFB],

no qual m é um passo positivo limite, 7 = 1/2 é um coeficiente de amortecimento numérico e

B, é obtido pelo critério da otimalidade

O,
o 83:1
Bi= v (13)

8.%

de maneira que A é um multiplicador Lagrangiano obtido através de um algoritmo de bi-

seccionamento.

4 O algoritmo para o Problema de Otimizacao Topolégica

O ambiente para a implementacdo do problema foi a versao de estudante do software

MATLAB. A Figura 5 representa um fluxograma com respeito as etapas do algoritmo utilizado.

=

ANALISE DOS ELEMENTOS
FINITOS

ANALISE DE SENSIBILIDADES

FILTRO

OTIMIZAGAO

nAO
COMNVERGIU?

Figura 5: Fluxograma do algoritmo
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Os dados iniciais fomentados ao algoritmo sao: as dimensoes do dominio de projeto
(em x e y); vy que é a fracdo de volume que servird como restricao de material & estrutura; a
penalidade p do método SIMP; o raio ryi, para a atuacgao do filtro; E' que é o médulo de rigidez
do material, e v o coeficiente de Poisson, que varia de 0 a 1 sao os parametros envolvidos para

o calculo da matriz de rigidez k. de um elemento.

Na inicializacao sao geradas as densidades iniciais, que possuirao como valor inicial vy.
Além disso, é gerado também a matriz de rigidez k. de um elemento, e as constantes H;;, dadas
por (11).

De posse desses valores o algoritmo inicia a andlise dos elementos finitos, obtendo a
matriz de rigidez K dada por (5), e os deslocamentos U obtidos usando a restri¢ao tecnolégica
dada por (3). Em seguida, sa@o obtidos os valores da fungao objetivo e de seu gradiente, etapa
chamada de andlise de sensibilidades. O filtro é entao aplicado e finalmente realizamos a etapa
de otimizagao, atualizando assim as variaveis. O processo é repetido até que o critério de parada
seja atingido. Nesta implementacao, o algoritmo ird convergir caso alcance 500 iteragoes ou a

variacao das variaveis seja inferior a 1%, ou seja

|z% — 2" o < 0.01.

5 Testes numéricos

Os testes numéricos envolveram alteracoes quanto ao filtro utilizado e o raio ry, de
atuacao do filtro. Os dados iniciais do problema foram: dimensées do dominio de projeto de
120 x 40; a penalidade associada ao método SIMP p = 3; V4, dado por (7) com vy = 0.5;
E =1ev =0.3; e o raio de atuagao do filtro foi de 2.5% e 5% do maior lado do dominio de
projeto, ou seja, Tmin = 3 € rmin = 6, respectivamente. A seguir estdo as topologias obtidas e

seus respectivos parametros iniciais.

Figura 6: Dominio de projeto 120 x 40, sem filtro

Figura 7: Dominio de projeto 120 x 40, filtro do vetor gradiente da funcao objetivo, ryi, = 3
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Figura 8: Dominio de projeto 120 x 40, filtro da média ponderada das densidades, ryi, = 3

Figura 9: Dominio de projeto 120 x 40, filtro do vetor gradiente da fungao objetivo, rmi, = 6

Figura 10: Dominio de projeto 120 x 40, filtro da média ponderada das densidades, i, = 6

6 Conclusao

Neste trabalho foi apresentado a modelagem matemaética de um problema de otimizacao

topoldgica, bem como diferentes topologias obtidas pela variagao dos parametros de entrada.

Podemos notar pelas Figuras 9 e 10 que um aumento no raio i, permite obter topologias
semelhantes para ambos os filtros, embora essas apresentem mais densidades intermedidrias que
as demais (as densidades intermedidrias sao observadas pelo borrao nas topologias). A formagao
de barras extras nas Figuras 7 e 8 é devido ao menor raio da atuagao do filtro, sendo que o filtro

da média ponderada das densidades apresentou um nimero maior desses elementos.

Ao contrario das demais, para a Figura 6 o algoritmo atingiu o nimero méximo de
iteracoes. Uma das possiveis causas poderia ser o método heuristico de otimizacao utilizado

para resolver (8).
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Resumo: Este artigo objetiva-se no intuito de explicitar alguns obstaculos
epistemoldgicos e didaticos vivenciados nas instituicoes de ensino, nesta era
tecnoldgica, com relagao ao segundo ciclo do ensino fundamental especifica-
mente na disciplina de Matemética. Para tal faz-se um estudo a respeito
das transformacoes nas metodologias de ensino e também sobre o que os
parametros curriculares esperam que um aluno do segundo ciclo do ensino
fundamental compreenda em relacdo ao contetido ministrado. Assim sdo ex-
postos problemas muito corriqueiros no trabalho da multiplicacao e divisao
sobre a perspectiva dos Campos Conceituais de Vergnaud, diferenciando o
papel do professor de matematica e do pesquisador matematico. Além de
explicitar algumas alternativas para transpor os obstaculos didaticos e epis-
temoldgicos no ensino.

Palavras-chave: Divisao e Multiplicacao; Obstaculos didéaticos e episte-
molégicos; Papel do professor.

1 Introducao

No decorrer da histéria o homem foi capaz de se adaptar as mudancas climaticas, evo-
luindo progressivamente em aspectos biolégicos e psicolégicos, além de criar instrumentos em
busca de facilitar o seu cotidiano e necessidades. Pode-se citar a criacao e utilizacao da lingua-
gem, a qual nos primérdios da sociedade comecou a se desenvolver com os primeiros muirmuros
entre os individuos. Este surgimento ocorreu principalmente pela necessidade da comunicagao
verbal nos grupos existentes e, consequentemente, possibilitou a producao das mais diversas
formas de escrita. Segundo Leontiev (1991), a linguagem possibilita ao homem ter consciéncia

das coisas, o que é um dos principais fatores que nos diferencia dos animais.

O homem na contemporaneidade, a partir da linguagem é um ser capaz de planejar,
desenvolver, criar e conjecturar ideias, alterando o seu meio, o que consequentemente modifica
o seu convivio social. Nessa perspectiva evolutiva, tem-se na Educacgao, especificamente no
Brasil, um ciclo transitivo sobre as formas de ensino, as quais tém suas metodologias, contetdos
e concepgoes contrapostas constantemente por novas ideologias. Tomando como exemplo as
transformacgoes na area da Educacdo no decorrer do tltimo século, podem-se citar algumas
ideologias de ensino como a Escola Tradicional, a Escola Nova, o Movimento da Matematica

Moderna, dentre outras.
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Em suma, a metodologia da Escola Tradicional concebia o professor como detentor dos
saberes e um modelo a ser seguido pelos alunos/criancas, para que conseguissem enaltecer a
parte essencial de sua natureza e aprisionar a parte corrompida. Neste nao se valorizava os
pré-conhecimentos dos alunos nem suas opinides e conjecturas dentro da sala de aula. Em
contrapartida a esta, a metodologia da Escola Nova concebia o aluno como detentor dos saberes
e o professor como um ser mediador, cuja funcionalidade era guiar o aluno a apropriacao dos
conhecimentos a partir da valorizacao dos pré-conhecimentos. J& no movimento da Matematica
moderna, ou ainda, o movimento de renovacao do ensino da Matemadtica ocorrera no Brasil
por volta dos anos 60, por grandes influéncias internacionais, e inicilamente tinha por principal
objetivo a preocupacao com o conteido que se ensinva, mas em diversos projetos curriculares da
época envolvendo estd ideologia tinha-se a preocupag¢ao com o método de ensino, objetivos como
o da participagao ativa do aluno para a construcao do conhecimento, o estimulo & descoberta e

a resolucao de problemas, a ideia de que aprender Matemaética é ”fazer matematica”.

Em vista disto, tem-se uma grande diversidade nas metodologias de ensino tomadas por
cada profissional da Educacgao, os quais podem acabar sendo influenciados inconscientemente
por determinada ideologia, o que impossibilita que os discentes se apropriem de conhecimento.
De fato, isto se evidéncia, pois cada individuo desenvolve sua consciéncia e saberes de acordo
com o0s meios em que convive e as influéncias que agem sobre o mesmo, no caso do professor sua

formacao e seu ambiente de trabalho e convivio social, o que corrobora com o que traz Leontiev:

“A crianga, no momento do nascimento, nao passa de um candidato a humani-
dade, mas nao a pode alcancar no isolamento: deve aprender a ser um homem
na relacdo com os outros homens” (LEONTIEV apud BOCK p. 238).

Na contemporaneidade, com os avangos tecnolégicos tem-se a globalizacao da informacao,
das diversas culturas e saberes sociais, o que acarreta em algumas caracteristicas aos individuos
conviventes a este meio. Pode-se notar tal influéncia nas instituigoes de ensino, as quais atendem
diferentes publicos sociais, culturais, étnicos e morais, que dentro de suas condigoes oportuni-
zam a apropriacao do conhecimento e consequentemente o desenvolvimento cognitivo das novas
geracoes. Entretanto o trabalho do professor nem sempre possibilita que os discentes consigam
se beneficiar deste aspecto, seja por nao se adaptarem a forma de ensino ou por obstéculos

decorrentes de experiéncias anteriores.

Sobre esta perspectiva, de diversidade de individuos e metodologias no ensino, surgem
os obstaculos epistemoldgicos e os obstaculos didaticos. Na educacao o primeiro refere-se a um
entrave, para o aluno, no desenvolvimento de um novo conceito/conhecimento por conta da
presenca de outros saberes que conflitam com o novo. O segundo refere-se, ao professor, que por
conta de sua préxis pedagdgica ou em alguma estratégia/plano de aula e até mesmo sua opiniao

constitui obstaculos didaticos que prejudicam a qualidade do ensino.

Em virtude destes obstaculos no ensino que impossibilitam a aprendizagem, torna-se
necessaria uma mudanca que ultrapasse uma preocupacao conteudista ou centrada nas praticas
pedagdgicas e metodoldgicas. Segundo Becker (1993) é necessario uma mudanga epistemoldgica,
visto que atualmente nas salas de aula os professores dizem adotar uma posicdo ora empirista e

ora apriorista, ou seja, uma valorizando o pratica/experiéncia e outra a raciocinio. Isto decorre
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da formacao destes professores, a qual se baseava no instrucionismo, ou seja, na transmissao dos

conteuidos como se fosse a tnica forma de abstrai-los, desconsiderando assim a criatividade.

Estas mudancas podem comecar a partir de um olhar reflexivo sobre a pratica pedagégica,
no intuito de encontrar caminhos ainda desnivelados que possam ser corrigidos e aprimorados

por meio da reformulacao do plano de ensino.

Visto que o plano de ensino do educador é um instrumento de grande importancia no
processo de ensino/aprendizagem, o qual nao deve se desenvolver em um processo inico, mas sim
em uma integracao de processos que possibilite o entendimento de todos os discentes. Para tal é
necessario que o educador matematico saiba diferenciar o seu trabalho da atividade de pesquisa-
dor matemaético. Pois enquanto o trabalho desenvolvido pelo pesquisador se volta a desenvolver
demonstracoes, provar ou falsear teoremas, criar conceitos por meio de avaliacao e aprovacao
de uma comunidade cientifica, levando assim ideias simples a complexidade e consequentemente

generalizagoes.

O trabalho do educador se volta a reformular esta generalizagao no intuito de torna-la o
mais compreensivel para desenvolvé-la em seu plano de aula, assim possibilitando o acesso desse
conhecimento aos alunos partindo de exemplos e contextualizagoes basicas até as complexas.
Para que assim os alunos vejam o contetido e o estudo nao como um castigo, mas como um

treinamento e algo necessario para a aprendizagem.

[...] é necessdrio que o/a aluno/a utilize vérias vezes o mesmo tipo de pen-
samento e conhecimento matemdtico, nao para memoriza-lo, mas, sim, para
abstrai-lo, estendé-lo, ou generaliza-lo, como também, para aumentar sua au-
toconfianca e sua familiarizagdo com o mesmo. O treinamento pode auxiliar
no desenvolvimento de um pensamento dedutivo ou 1égico mais rdpido. Muitas
vezes, é através de exercicios repetitivos que o/a aluno/a percebe a existéncia
de outro caminho de resolugao que poderia ser seguido aumentando, assim, suas
possibilidades de agao e intervengdo. Além disso, o jogo de treinamento pode
ser utilizado para verificar se o/a aluno/a construiu ou néo determinado conhe-
cimento, servindo como um “termometro” que medira o real entendimento que
o/a aluno/a obteve. Entretanto, com a participagdo do/a aluno/a nos jogos
e sua necessiria participagdo ativa, o/a professor/a poderd perceber as suas
reais dificuldades, auxiliando-o a sané-las. (LARA apud STRAPASON, 2011,
p. 38).

Esta reflexao possibilitaria o cumprimento das expectativas previstas nos Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs) para Matematica, os quais visam que no segundo ciclo do ensino
fundamental seja propiciado aos alunos situagdes-problemas que lhes permitam ir além do con-
junto dos numeros naturais, por meio da compreensao de alguns conceitos como o da divisao
e o da multiplicagao, aproximando-se assim de uma nocao inicial de ntimero racional para que

posteriormente sejam feitas generalizagoes.

A elaboracgao e andlise de um plano de aula e metodologia de forma rigorosa e assidua
possibilitaria aos estudantes uma compreensao dos conceitos mateméticos de uma forma menos
ardua do que ocorre rotineiramente nas salas de aula, em que por mais que o professor tente
expressar os conceitos de outras maneiras estes nao sao compreendidos pelos estudantes, assim

sua formacgao fica em desacordo com o previsto nos PCNs.
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Outro aspecto relevante no processo de ensino/aprendizagem, especificamente na Ma-
tematica, é a relacdo aluno professor, visto que o carater estatico do ensino vem cada vez mais
se despindo, objetivando uma dinamicidade na construgao dos conceitos dentro da sala de aula

que suscite em uma maior interacao entre professor e aluno.

Os obséculos epistemoldgicos e didaticos, também podem ser vistos em um grande pro-
blema na educagao, que é o processo cognitivo de formacao de conceitos. No que diz respeito a
Matemaética, esta problematica encontra-se facilmente nas salas de aula, visto que o método de
ensino tradicional valoriza a exposicao dos conceitos, construidos a partir de décadas de estudo e
pesquisas. No entanto a exposicao destes para os alunos, no intuito de introduzir um contetdo,
acaba na maioria das vezes tendo um carater ineficaz no processo de ensino e aprendizagem,
pois nem mesmo um cientista parte da generalizacao para uma situacao especifica, mas traca

justamente o caminho contrario, ou seja, parte do especifico para a generalizacao.

Em vista disto, pode-se tomar um olhar sobre a Teoria dos Campos Conceituais de Gerard
Vergnaud, a qual possibilita uma compreensao mais profunda sobre a formagao de conceitos e
dos campos conceituais, visto que considera o ensino a partir de definigdes um processo que nao
explicita totalmente a nogoes tidas nos conceitos. Para Vergnaud (2014) um conceito deve ser
visto como resultado de experiéncias ou situagoes especificas. Logo para expressar a totalidade

de conceito matematico é necessédrio partir de exemplificagoes. Segundo Vernaud (1996):

“Um conceito é uma triade que envolve um conjunto de situacoes que dao
sentido ao conceito; um conjunto de invariantes operatdrios associados ao con-
ceito e um conjunto de significantes que podem representar os conceitos e as
situagbes que permitem aprendé-los.” (VERGNAUD, G. 1996)

Assim, pretende-se neste breve trabalho relatar alguns obstaculos epistemoldgicos e
didaticos muito comuns no ensino dos algoritmos da multiplicacao e da divisao, em decorréncia
de alguns fatores como o abuso de linguagem utilizado na apropriacao de conhecimentos pre-
liminares, a metodologia de ensino, a falta de planejamento, entre outros destacando algumas

alternativas para transpor tais obstaculos.

2 O algoritmo da divisao

O ensino da divisao, no segundo ciclo do ensino fundamental, por muitas vezes é uma
tarefa ardua para o professor, visto que muitos dos estudantes ainda portam dificuldades de uso
deste mecanismo operatério ainda no campo dos niimeros naturais. Estas decorrem desde a nao
compreensao do algoritmo da divisao em si como também de dificuldades com a adigao, subtragao
e multiplicacdo. Assim tem-se que este algoritmo engloba muito mais do que simplesmente o

conceito de dividir.

Em virtude desta complexidade, tém-se nas salas de aula alguns obstaculos episte-
molégicos evidenciados frequentemente nas aulas de matematica. Pode-se citar como um dos
principais a tabuada, que por ser ensinada, muitas vezes, de uma forma cansativa e por obrigacao

acaba nao fazendo sentido para os alunos, os quais simplesmente tentam decora-la para as ativi-
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dades ao invés de compreendé-la. Nesse sentido, para transpor este obstdculo, o professor pode
utilizar-se da ideia de somas sucessivas em que para o aluno realizar uma multiplicagao do tipo
a*b, precisa somar o numero b em a vezes. Esta forma pode suprir os problemas com a tabuada,

inibindo assim a necessidade de os alunos a decorarem.

Além disto, o professor também pode se utilizar indagac¢oes como “Quantas vezes b cabe
no a?” , no caso de g, ou ainda “Qual o valor que se deve multiplicar a para se obter b?” de

forma a fazer com que os alunos raciocinem reflexivamente.

Outro obstdaculo muito presente é a falta de dominio do algoritmo pelos alunos, visto
que muitos nao observam que a mesma se realiza da esquerda para a direita, modo inverso ao
da multiplicagdo, em decorréncia das classes numéricas a unidade, dezena, centena e dai por
diante, ou ainda, por nao compreenderem estas classes de ordenagao. Ou seja, tem dificuldades

de relacionar reciprocamente que uma centena sao dez dezenas ou cem unidades.

Para resolver tal obstaculo o professor precisa utilizar-se de uma linguagem coerente na
transposicao de seus conhecimentos, por exemplo, ao dividir um nimero de trés algarismos por
outro de dois algarismos sendo assim ‘&—l;f deve-se explicitar que o a representa a centenas, o b
representa b dezenas e o ¢ representa ¢ unidades. Para entao continuar a divisao, como nao se
consegue dividir igualmente o a por df entao trocasse as a centenas por ax10 dezenas, ficando
assim com a * 10+ b dezenas, que se for possivel de se dividir igualmente por df resultard em um
resto e, o qual serd somado as ¢ unidades, para entao se possivel dividir novamente. Caso nao
seja possivel dividir a x 10 4+ b por df, trocasse as a * 10 + b dezenas por 10(a x 10 + b) unidades

e somasse com as ¢ unidades, para entdo realizar a divisao que resultara em um resto x.

Estes meios possibilitam explorar o processo de divisao longo, todavia é possivel também
explorar o seu ensino e aprendizagem por meio de processos de calculo mental e pelo método
“americano” que suprime as subtragoes, assegurando o intuito de superar as defasagens dos

alunos e propicia-los a apropriagao de novos conhecimentos.

Pode-se notar também, que ha diferentes formas de representacao ou exercucao do al-
goritmo da divisao, como o repartir igualmente e medir, sendo geralmente a primeira a mais
enfatizada na sala de aula. Em suma ao se trabalhar com a ideia de repartir igualmente sabe-se
em quantas partes o total serda divido, mas nao quantas unidades tera cada uma das partes.
Enquanto no trabalho com a ideia de medir, ndo se sabe quantos grupos serdo formados. Essa

¢é a ideia de medir:

“Sempre que queremos medir uma grandeza, escolhemos como unidade de me-
dida uma grandeza de mesma espécie daquela que se quer medir e a tomamos
como padrao. Por exemplo, para medir a largura de uma quadra esportiva,
podemos usar como unidade padrao o nosso passo, um pedago de barbante,
uma vareta, o nosso palmo, etc.” (TOLEDO, 1997)

Ainda sobre métodos de se trabalhar a divisdo, pode-se citar a ideia de comparacao,
a qual é dificilmente trabalha nas séries iniciais devida sua complexidade. Em suma busca-se
quantas vezes a medida de uma determinada grandeza é maior do que outra medida de mesma

grandeza, esse resultado serd chamado de razao.



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 150

Estas diferentes formas de representagao, perante a Teoria dos Campos Conceituais,
permitem por meio de exemplificagoes trabalhar a mesma operagao com interpretagoes diferentes,
que variam de ideias simples como “Se ana dividiu igualmente 15 doces para suas 5 amigas,
quantos doces cada uma recebeu?” para problemas mais complexos como “Se ana tinha 15
doces e distribui igualmente para cada uma de suas cinco amigas. Qual a razao entre a quantia

ue cada uma recebeu e o todo?”, estes em sua maioria sao incompreensiveis para os discentes.
M

Outro obstaculo muito presente, em decorréncia do abuso de linguagem, é a percepcao
por parte dos alunos de que uma divisao sempre resultard em um resultado menor do que os
numeros operados. Isto acaba sendo utilizado no trabalho com os ntimeros inteiros e se torna
um obstaculo na transicao para o conjunto dos niimeros racionais. Visto que neste conjunto, os
alunos se deparam com divisdes em que o numerador e o divisor podem ser niimeros fracionarios.
Logo o resultado da divisao pode ser um nimero maior do que aqueles operados. Para trans-
por este obstaculo e também outros, o professor precisa se valer da andlise da prépria praxis
pedagogica de maneira a identificar inferéncias que podem se tornar barreiras & abstracao de

novos conhecimentos.

Outras metodologias de ensino da qual o professor pode se valer sao o uso de materiais
lidicos e materiais manipuldveis, ndo apenas como uma de atividade diferenciada, mas como
uma medicao para a aprendizagem. Visto que a maioria dos profissionais tende a nao utilizar
estes materiais, pois muitas vezes nao conseguem criar ou visualizar relagoes entre os mesmos e os
conteidos matematicos. O uso de jogos na matemadtica proporciona um ambiente de interacao
continua entre os alunos e o professor, ou seja, hd o compartilhamento de interagoes entre
individuos e seus momentos de aprendizagem. Algumas das vantagens do uso de jogos na
Matematica sao:

H&4 muitas vantagens para o aluno na utilizagao de jogos como estratégia de
ensino e aprendizagem da Matematica. Entre elas destacamos: a oportuni-
dade para a aprendizagem ativa, ou seja, ¢ o aluno o agente de sua prépria
aprendizagem; a motivacao visual proporcionada pelos materiais manipulaveis,
geralmente coloridos e diferenciados; a motivagao proporcionada ao aluno pelo
grau de chance de ganhar o jogo; a mudanca de rotina da sala de aula, dei-
xando de lado os exercicios com ldpis e papel; a oportunidade que o aluno tem,
durante os jogos, de manifestar suas dificuldades individuais de aprendizagem
e receber auxilio de seus colegas de grupo e do professor; a promocao de ra-
ciocinios sem interrupgoes durante o tempo de cada jogada, propiciando uma
aprendizagem mais continuada e a elevagao da autoestima dos alunos que jo-

gam através da interagao social positiva, reduzindo o medo e a ansiedade para
aprender Matemadtica. (STRAPASON, 2011, p. 28)

O material lidico possui grande potencial na aprendizagem possibilitando ao educa-
dor um contato mais harmonico e dinamico com a sala aula tornando-a um espago de total
aproveitamento para o ensino. Em suma, “convém termos sempre em mente que a realizacao
em si de atividades manipulativas ou visuais nao garante a aprendizagem. Para que esta efe-
tivamente aconteca, faz-se necessaria também a atividade mental, por parte do aluno. E o
material manipuldvel pode ser um excelente catalisador para o aluno construir seu saber ma-
tematico.” (LORENZATO, 2006, p. 21)

Pode-se citar o jogo Resto que Avanca, no qual os alunos que ja tem certo dominio do
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algoritmo da divisao no campo dos nimeros naturais podem explorar algumas caracteristicas.
Pode-se citar o fato de que se o numero for miiltiplo de seu divisor o resto é sempre zero, a
existéncia de nimeros que sao divisiveis de maneira inteira apenas por um e por ele mesmo,
nameros com infinitos divisores ou multiplos, entre outros. Sendo que nestas atividades, o
professor deve incentivar os alunos a pensarem reflexivamente e registrarem suas conjecturas
e calculos em uma folha, pois “com a participagdo do/a aluno/a nos jogos e sua necessaria
participagao ativa, o/a professor/a poderd perceber as suas reais dificuldades, auxiliando-o a
sand-las.” (LARA, 2003, p. 25 apud Strapason, 2011, p.38)

Porém existe uma diferenca nos resultados obtidos em uma aula em que o professor
apresenta um conteido com o material manipuldvel e uma em que os alunos o manuseiam,
sendo que de acordo com Lorenzato (2006), no segundo caso os resultados “serdo mais benéficos
a formacao dos alunos, porque, de posse do material manipuldvel, as observacoes e reflexoes
deles sao mais proficuas, uma vez que poderao, em ritmos préprios, realizar suas descobertas
e, mais facilmente, memorizar os resultados obtidos durante suas atividades.” (LORENZATO,
2006, p. 27)

3 Multiplicacao

Obstaculos epistemoldgicos sao por definicdo conhecimentos que por sua vez se caracteri-
zam como barreiras na construcao de novos saberes e os didaticos, diferenciando-se em detalhes
técnicos, sendo definidos no ambito escolar e afins, associado a contetdos relativamente estabe-
lecidos que obstruam o surgimento de futuros conhecimentos, no que concerne a aplicabilidade
do mesmo. Um exemplo que retrata as defini¢oes acima ratificadas, é quando um professor tenta
explicar ao aluno algum contetido dando-lhe a resposta, muitas vezes a resposta imediatamente
dada se comporta como um obstaculo, pois a criatividade do aluno se comprometeu tanto com

ela a ponto de toma-la como verdade sélida e imutével.

Quando se pensa em obstaculos epistemoldgicos e didaticos, usualmente nos remetemos
a pensar que apenas conteidos avancados os geram, o que nao passa de um engano, pois é na
base que os obstaculos comecam a se propagar e persistir na vida de um aluno, decorrente da
nao compreensao de conceitos de maneira relevante, outrora sendo educado num sistema que

busca somente o resultado concreto por meio de decoreba.

E o que acontece com o ensino da multiplicacao na Educacao basica, levada apenas
como um método de reproducao algoritmica, método este que nao abrange todo o aparato de
conhecimentos implicitos no que cerne a formacao da multiplicagdo, sao alguns como somas
sucessivas, ideia de proporcionalidade, sendo estas importantes geratrizes de outros contetidos
diretamente relacionados, a saber, potenciagao, regra de trés, porcentagem, escalas e razao e
proporgao. Percebe-se entao a importancia de ensinar/aprender multiplicacdo de uma maneira
a comportar todas as suas facetas, pois do contrario caracterizar-se-4 como obstaculos didaticos

e ou epistemoldgicos.

Uma vez que desta maneira apresentada o contetido vai formando um obstaculo para
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o aluno, entao em resposta a isto podemos considerar o que os PCNs nos dizem a respeito do

ensino da matematica:

O ponto de partida da atividade matemadtica nao é a defini¢ao, mas o problema;
o problema nao é um exercicio em que o aluno aplica, de forma quase mecéanica,
uma férmula ou um processo operatdrio; aproximagoes sucessivas ao conceito
sao construidas para resolver certo tipo de problema; num outro momento, o
aluno utiliza o que aprendeu para resolver outros; o aluno nao constréi um
conceito em resposta a um problema, mas constréi um campo de conceitos que
tomam sentido num campo de problemas; a resolucao de problemas nao é uma
atividade para ser desenvolvida em paralelo ou como aplicagao da aprendiza-
gem, mas uma orientagao para a aprendizagem, pois proporciona o contexto
em que se pode apreender conceitos, procedimentos e atitudes matematicas
(BRASIL 1997, p. 43)

O que faz total sentido, ora se o contexto no qual os alunos estao inseridos, que de
certa forma abrange o do professor, tal contexto contempla todas as mais variadas facetas
multiplicativas, ambiente ideal para ser transposto para a sala de aula é razoavel que o sujeito
tenha a capacidade de compreender os métodos em seu envolto, fazendo com que ele aprenda a
aplicacao em suas variadas formas, sabendo o porqué implicito em cada um. A maneira como
é exposto o conceito multiplicativo no ensino fundamental falha neste quesito, por separar este
campo em fragmentos, ensinando separadamente multiplicacdo como sendo somas sucessivas por

exemplo.

Esta atitude é veementemente criticada por Vergnaud (1983), que chama de “ilus@o
pedagogica” a atitude dos professores que pensam sobre o ensino da matematica como perfeita

se e somente se for organizada, clara, rigorosa e formal e que sé assim os alunos poderao aprender.

Tratando disto, é no ensino fundamental que encontramos a fabrica de obstaculos, onde
sao apresentadas varias dificuldades, que em primeira instancia sao tratados de maneiras super-
ficiais, suprindo muitas vezes a divida momentanea, mas sem saber se esta nao foi gerada por

tantas outras que ficaram para tras sem explicacao.

Um exemplo evidente de formagao de obstaculo ou até mesmo de um obsticulo formado
reside na dificuldade, que alunos de sétimo ano, por exemplo, tem em entender que (—z)" é

diferente de —x™ com n pertencente aos naturais e sendo par e  um nimero real qualquer.

Outro recurso quase que instantaneo é recorrer a “regrinha” que nos diz, se o expoente
é par o resultado é sempre positivo, sendo falha com este exemplo, pois a diferenga mora exata-
mente no uso dos parénteses sao eles que indicam se o sinal permanece nas n-repeticoes ou nao,
tornando-se obstdculo didatico quando o aluno nao entende a potenciacao como uma série de
multiplicacoes, e um obstaculo epistemolégico quando o uso da regrinha antes descrita atrapalhe

na verdadeira compreensao do método.

Outra situagao corriqueira, porém de grande visibilidade quando falamos de obstaculos,
é a interpretagao do algoritmo. Num breve exemplo buscar-se-4 explicitar tal dificuldade: Seja
a e b nimeros inteiros, a representando nimero de flores e b o niimero de vasos. Quero organizar
uma determinada quantidade de flores em uma quantidade de vasos a fim de obter-se outra

quantidade ¢ de vasos com flores, entao b * a = ¢. De uma maneira geral b * a = a * b, contudo
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neste exemplo vemos que a e b exprimem quantidades de elementos diferentes, entao bxa # axb.

Percebe-se que se a multiplicacao for ensinada apenas com intuito de “algoritmificar”, es-
tes detalhes passam despercebidos, ou seja, para mente do aluno que nao desenvolveu o raciocinio
reversivel, é facil prender-se a particularidades interpretativas, quica entender as propriedades

dos processos multiplicativos.

Uma saida ¢é trabalhar com a teoria de Campos Conceituais elaborada por Gerard Verg-
naud, ele mesmo define um campo conceitual como “um conjunto informal e heterogéneo de pro-
blemas, situagoes, conceitos, relacgoes, estruturas, contetidos e operagoes de pensamento, conecta-
dos uns aos outros, e provavelmente entrelagados durante o processo de aquisicao” (VERGNAUD
1990, p8). Com esta teoria é possivel tratar a multiplicagdo como um campo conceitual que re-
almente é, maximizando de certo modo as chances de se obter éxito nos processos de ensino e

aprendizagem de matemadtica, especificamente ao ensino de multiplicagao.

Ainda sobre multiplicacao, ndao se pode esquecer o conjunto dos racionais. O obstaculo
mais comum € a automatizacdo quando se aplica o algoritmo da multiplicacao, normalmente
quando se tem um nimero racional ;b # 0 e a um nimero inteiro e multiplicd-lo por um ntimero

inteiro ¢, todos sabemos que se da com “¢, porém com o pensamento do aluno restringido de

tal maneira a aplicar a multiplicagao, faz com que o mesmo pense na conta como sendo 7=
por se tratar de uma operagao entre dois niimeros somente. Notavelmente nao aprendeu sobre
somas sucessivas, maneira na qual se encaixa perfeitamente, pois concebendo a conta como uma

sequéncia de somas, o aluno terd uma visao clara da situacao que % é ¢ somado c vezes.

Um erro notdrio que permeia o ensino da multiplicagao é vé-la como um conceito pronto
a ser reproduzido, como uma extensao apenas da operacao de soma, concebé-la como um campo
conceitual é de suma importancia para que o aluno entenda que dentro do campo multiplicativo
contém muito mais que operacoes, mas uma pura aplicacao do que se encontra no seu contexto,
quando entender isso estard menos suscetivel a desenvolver obstaculos, tanto epistemolégicos
quanto diddticos, bem como o processo de ensino aprendizagem se tornara mais desafiador,
motivando o seu cognitivo a trabalhar com situagoes problemas nao rotineiras, Vergnaud (2014)
nos diz a respeito disto quando explica que um conceito nao pode ser visto como um resultado
pronto de uma definicao e sim como produto de experiéncias. Desta forma os conhecimentos
tragcam seus sentidos a partir de uma variedade de situagoes. Sendo assim cada situacao nao
deve e nao pode ser analisada com auxilio de apenas um conceito da mesma maneira um conceito

e uma situagao problema isolada dard conta de todo o processo de aquisicao do conhecimento.

Estes obstaculos envolvendo os processos multiplicativos podem culminar na incompre-
ensao de varios outros contetidos que dependem dele, o estudo de areas e perimetros, por exem-
plo, pois drea e perimetro sado multiplicagoes, representando aspectos diferentes de uma mesma
figura, caso isto nao fique claro sera outro conceito que se cristalizard na cognicao do aluno de
modo a atrapalha-lo futuramente, mostrando assim a sensibilidade do ensino de um contetdo,
pois certamente ele estard atrelado a outro que possivelmente gerou barreiras que ja se consoli-

daram na mente do aluno.
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4 Consideracgoes Finais

Os obstéculos no ensino, apesar de sempre existirem, podem ser superados a partir
da mediagdo do professor, o qual pode se valer de metodologias diferenciadas de maneira a
instigar a curiosidade dos alunos para com o contetiido, bem como buscar na teoria dos Campos
Conceituais uma base sélida para o ensino e é através dela que serd possivel localizar rupturas e
continuidades nos conhecimentos do ponto de vista conceitual (VERGNAUD, 1990,pag. 133), em
Matematica. O ensino lidico da divisao e multiplicacao pode ser uma alternativa para despertar
o interesse dos alunos potencializando a aprendizagem. Ao educador cabe um embasamento e
uma preparacao prévia definindo os objetivos que almeja atingir. Ressalta-se que o professor
deve se utilizar de atividades interativas, por proporcionar interagao e evidenciar momentos de

troca de conhecimento entre os alunos.

Referéncias

BECKER, F. A epistemologia do professor: o cotidiano da escola. 3. ed. Petrépolis:
Vozes, 1993.

BOCK, A. M. B.; FURTADO, O.; TEIXEIRA, M. L. T. Psicologias: Uma introducao ao
estudo de Psicologia. Sao Paulo: Saraiva, 2001.

BRASIL. Secretaria de Educagao Fundamental. Parametros curriculares nacionais: ma-
tematica/Secretaria de Educacao Fundamental. Brasilia: MEC/SEF, 1997.

LARA, I. C. M. Jogando com a Matematica na Educagao Infantil e Séries Iniciais.
Sao Paulo: Réspel, 2003.

LEONTIEV, A. N. O desenvolvimento do psiquismo. Trad. Manuel D. Duarte. Lisboa,
Livros Horizonte, 1978.

LORENZATO, S. Laboratério de ensino de matemadtica e materiais didaticos manipuldveis.
In: LORENZATO, Sérgio. Laboratério de Ensino de Matematica na formacgao de
professores. Campinas: Autores Associados, 2006.

PAIS, Luiz C. Didatica da Matematica: Uma andlise da influéncia francesa. 3? ed.
Belo Horizonte: Auténtica Editora, 2011.

STRAPASON, L. P. R. O uso de jogos como estratégia de ensino e aprendizagem da
Matematica no 1° ano do Ensino Médio. Dissertacao - Centro Universitario Francis-
cano (UNIFRA). Santa Maria (RS), 2011.

TOLEDO, M.; TOLEDO, M. Didatica da Matematica: como dois e dois: a construcao
da Matematica. Sao Paulo: FTD, 1997.

VERGNAUD, G.. Multiplicative structures. IEm R. Lesh 8 M. Landau (Eds.). Acquisitions
of mathematics concepts and procedures Academic Press, New York, 1983.

VERGNAUD, G. La teoria de los campos conceptuales. CNRS y Université René Descar-
tes. Recherches en Didactique des Mathématiques, Vol. 10,n° 2, 3, pg. 133-170, 1990.
VERGNAUD, G. A crianga, a matematica e a realidade: problemas do ensino da

matematica na escola elementar. Gerard Vergnaud; traducao Maria Lucia Faria Moro.

3. ed. Curitiba: Ed. da. UFPR, 2014



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 155

Teorema do ponto fixo de Banach e aplicacoes

Fernanda Paula John
Universidade Estadual do Oeste do Parana
fernanda.john@live.com

Sandro Marcos Guzzo
Universidade Estadual do Oeste do Parana
smguzzo@gmail.com

Resumo: Neste trabalho estudaremos o Teorema do ponto fixo de Banach,
tal teorema garante a existéncia e unicidade de solucao para diferentes tipos
de equagbes, como, equagbes numéricas, equagoes diferenciais (Teorema de
Picard) e equacgoes integrais (Equagdo de Fredholm). Fornece ainda, um
método interativo para encontrar tal solugao.

Palavras-chave: Ponto fixo; Contracao; Teorema do ponto fixo de Banach.
1 Sequéncias

Do ponto de vista intuitivo sugere-se pensar numa sequéncia (1, T2, ..., T, ...) de nimeros
reais como uma sequéncia de pontos da reta e no seu limite como um ponto do qual os pontos x,
tornam-se e permanecem arbitrariamente proximos, desde que se tome o indice n suficientemente

grande.

Definigao 1. Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcao x : N — R, definida no conjunto
N = 1,2,3,... dos nimeros naturais e tomando valores do conjunto R dos ntmeros reais. O
valor x(n), Vn € N, é representado por z, e chamado “o termo de ordem n, ou n-ésimo termo

da sequéncia”.

A sequéncia (x,,) é limitada quando o conjunto dos seus termos é limitado, isto é, quando
existem numeros reais a, b tais que a < x, < b, Vn € N. Isto quer dizer que todos os termos da

sequéncia pertencem ao intervalo [a, b].

Quando uma sequéncia nao é limitada ela é ilimitada. Uma sequéncia (z,) diz-se limitada
superiormente quando existe um numero real b tal que z, < b, ¥n € N. Isto significa que
todos os termos z,, pertencem a semi-reta (—oo,b]. Analogamente, diz-se que (z,) é limitada
inferiormente quando existe a € R tal que a < x,, ou seja, =, € [a, +00),Vn € N. Evidentemente,

uma sequéncia é limitada se, e somente se, é limitada superior e inferiormente.

Nao exibiremos nessa secao as demonstracoes dos teoremas e lemas, as mesmas estao
disponiveis em Leithold (1994) e Lima (2002).

Teorema 2. (Unicidade de limite) Se limz, = a e limx,, = b entdo a = b.

Teorema 3. Se limz,, = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para o limite a.
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Teorema 4. Toda sequéncia convergente € limitada.
Teorema 5. Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

Definigao 6. Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais. (x,) se chama sequéncia de Cauchy se
e somente se dado arbitrariamente um nimero real € > 0, pode-se obter ng € N tal que m > ng

e n > ng implicam |z, — x,| < €.

Teorema 7. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

A reciproca do ultimo teorema é que nao é valida, ou seja, nem toda sequéncia de Cauchy

converge. Entretanto para sequéncias de Cauchy de ntimeros reais é valida a reciproca.
Lema 8. Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Lema 9. Se uma sequéncia de Cauchy (xy) possui uma subsequéncia convergindo para a € R

entao limz,, = a.

Teorema 10. Toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais é convergente.

2 Espaco de Banach

Definigao 11. Um conjunto X, diz-se um espaco métrico se existir uma aplicacao d : X x X — R

que verifica as condicoes

1. d(z,y) =0seesdsex=y,
2. Se x # y, entao d(x,y) > 0,
3. d(z,y) = d(y,z),

4. d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2),
quaisquer que sejam x,y, z € X.

A funcao d da definicdo anterior, é chamada de métrica em X.

Exemplo 12. O conjunto R, dos nimeros reais, ¢ um dos exemplos mais importantes de espaco

métrico com respeito a métrica d(z,y) = |z — y|.

Definicao 13. Uma norma em um espagco vetorial real £ é uma aplicagao || - || : E — [0, 00)

que satisfaz as seguintes propriedades

1 ||ul| > 0e [jul]| =0 < u=0,
2. [laul| = |a[]u]],

3. [lu+of| < Jull + [[vll;
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quaisquer que sejam o € R e u,v € E.
Se E é um espago vetorial normado, entao a aplicacdo d : E' x E — R dada por d(z,y) =
||z — y|| é uma métrica em E, chamada de métrica induzida pela norma.

Definicao 14. Um espago métrico E é dito completo se toda sequéncia de Cauchy converge
(em E). Isto é, dada qualquer sequéncia de Cauchy (z,), com z, € E para todo n € N, existe

a € E de forma que z,, — a.
Definigao 15. Um espaco vetorial normado completo é um espaco de Banach.

Exemplo 16. O conjunto dos nimeros reais e o conjunto dos nimeros complexos sdo espacos

de Banach onde a norma é o préprio valor absoluto.

Exemplo 17. O conjunto Cla,b] das fungoes continuas munido da métrica do supremo é um

espago de Banach.

3 Contragoes

Definigao 18. Seja (X, d) um espago métrico. Uma fungao T': X — X é chamada de contragao

sobre X se existe um nimero real positivo o < 1, tal que para todo z,y € X,
d(Tz, Ty) < ad(z,y).
Lema 19. (Unicidade de Ponto Fizo) Num espago métrico X, se T : X — X é uma contragao
e T possui um ponto fizo, entdo esse ponto € unico.
Prova. Suponhamos que = e 2’ sejam pontos fixos de T'. Assim terfamos
d(z,2") = d(Tz, Tx') < ad(x,x)

ou seja,
d(z,2") < ad(z,2") = (z,2') — ad(x,2’) <0 = (1 — a)d(z,2’) <0,

e como 0 < a < 1 temos que a tnica situacao que satisfaz a expressao acima é quando d(z,2’) =

u IT men r=x n TOV: unici n XO.
0, que ocorre somente se !, ficando provada a unicidade do ponto fixo ]

Lema 20. (Contragao) Se T é uma contragao, entdo T™(n € N) também € uma contragdo.

Prova. Usemos indugao sobre n. Se n = 1, nao ha o que mostrar. Suponhamos que a afirmacao
seja verdadeira para k, ou seja, d(T*x, T*y) < Ad(z,y), com 0 < A < 1. Provemos entdo que
d(TF 2, TFy) < ad(z,y), 0 < a < 1.

De fato,
d(T™ e, T y) = d(T(T*2), T(T*y))
< Bd(T*x, T y)
< BAd(z,y).

Assim, d(TF 'z, TF1y) < ad(z,y), onde 0 < a < 1 e a = BA. O
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Lema 21. Seja f : [a,b] — R derivdavel. Entdo f € uma contracio em [a,b] se, e somente se,

existe 0 < ¢ < 1 tal que |f'(d)| < ¢, para qualquer d € (a,b).

Prova. Suponha |f'(d)| < ¢, para qualquer d € (a,b), com 0 < ¢ < 1. Pelo Teorema do Valor

Médio temos que, para quaisquer z,y € (a,b), com = < y,

'f(y) f(z)

8 = 1w,

com z < k < y. Como, por hipétese, |f'(d)| < ¢ para qualquer d € (a,b), |f' (k)] < ¢. Logo

d(f(x), f(y)) = |f(y) = f(@)|
= |f'(&)lly — =|
< cy — x| = cd(z,y).
Dessa forma, d(f(x), f(y)) < cd(x,y) com 0 < ¢ < 1, f é uma contragao.

Para a reciproca, suponhamos que f é uma contragao em [a, b].

Sejam z,x + h € (a,b). Como f é uma contracdo sabemos que d(f(x), f(z + h)) <
cd(z,x +h) com 0 < c < 1, ouseja |f(z+h)— f(z)] < c|lz+ h— x| = c|lh|, em que podemos

escrever
fath) — f@)|
3 <
desde que h # 0. Sabendo que
entao
para qualquer = € (a,b). O

4 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Definigao 22. Suponha X um conjunto nao vazio, e f : X — Y uma aplicacao. Um ponto fixo

de f é um ponto z € X de forma que f(z) = =.

Dito de outra forma, um ponto fixo de uma aplicacdo é um ponto, do dominio da

aplicacao, que nao se altera pela aplicagao.

Teorema 23. Sejam X um espagco métrico completo e T : X — X uma contracao em X. Entdo

T tem precisamente um ponto fixo.

Prova. Para a demonstragao construiremos uma sequéncia (z,)nen € mostraremos que ela é de
Cauchy, o que garante sua convergéncia pelo espago ser completo. Depois, mostraremos que seu

limite x é um ponto fixo de T, assim fica provada sua existéncia e unicidade.
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Escolhemos qualquer zy € X e definimos a sequéncia iterativa (z,)nen, por

o
xr1 = T(J}())
To = T(aﬁ) = T2(IEQ)

Ty =T (xp-1) =T"(x0)

Disso temos que
d(@mt1, Tm) = AT (2m), T(m-1)),

e provemos que (Zp)nen ¢ de Cauchy. Por T ser uma contracdo, obtemos para n < 1,
d(n, Tpt1) = d(T(2n-1), T (zn)) < ad(Tn-1,2n),
e concluimos, entao, que
d(Tp, Tnt1) < ad(Tp—1,25) < ... < a”fld(azl,azg).
Colocando n = k e usando indugdo sobre k temos que d(zg,zpy1) = < ld(zy,x2) é
valido.

Entao para k + 1,

d(wpi1, Tpy2) = d(T(wg), T(vk11))
< ad(x, Tpt1)
< aakild(ajl,mg)

= a*d(z1, x9),
tornando o seu resultado valido Vn € N. Entao, para todo m,n € N com m > n, tem-se

d(l‘n, xm) < (xny Tn+1

IN

Lny Ln+1 Tn41, LTn+2 ($n+27 $m)

d
d

~— ~— ~—

(zn
(xnyxn—i-l
(

IN

($n+27 $71—&—3) + d(ﬂ?n+3, xm)

d
d
d
d vt d(Tm—_1,Tm)

)+
$n+1’xn+2) +
)+

IN

Tn41, Tn+2

+ o™d(z1, z2) + ... + o™ 2d(z1, x2)

Tn, xn—i—l)

IN

a"_ld(xl,xg

)
=a" Yz, z)[l +a+a+... +am
colocando m — n = b e reescrevendo a desigualdade obtém-se
d(xp, zm) = " Hd(z, x)1+a+a?+ ... +a"]

o
< a"ild(wl, x2) Z ab 1
b=1
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Podemos perceber que
Z b1
b=1
é uma série geométrica com a < 1, pois 0 < a < 1 e portanto sua soma é dada por

1
l—«

onde obtemos . |
_ 1 d(zy,x
d(@n, ¥m) < o 1d(3317ﬂ?2)1 o 11%;.

Pelo fato de 0 < a < 1, "™ — 0 quando n torna-se suficientemente grande. Portanto
(Zn)nen € uma sequéncia de Cauchy. Sendo X um espaco completo, essa sequéncia converge, ou
seja, dr € X tal que

limx,, = z.
Mostremos entao que x é um ponto fixo de T, ou seja que T'(z) = z. Temos
d(T(z), xpnt1) = d(T(x), T(x,)) < ad(z, )
e como d(z,z,) tende a zero segue que
limx, = T(x)

e pela unicidade do limite, T'(z) = z.

Desta forma, d(z,T(z)) = 0 o que resulta em T'(xz) = z. A unicidade de z é garantida
pelo lema (19). O

5 Aplicacoes

5.1 Aplicagoes em Equacoes Numéricas

Primeiro iremos mostrar que £ = acosz, 0 < a < 1, possui solugao no conjunto dos reais

e ela é uma solugao unica. Seja T : R — R, com T'(z) = acosz. Entao

d(T(z), T(y)) = [T(y) — T(=)|
= |acos z — acos y|

= «acosx — cosy|

/ sen k‘dk'
Yy

< a/ | sen k|dk
y

a/dk
y

a(r —y)

=

IN
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< alr -yl

= ad(z,y).

Entao T' é uma contragao. Como R é completo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach

Jz € R tal que T'(z) = z, ou seja, x = acosz e essa solugao é unica.

O resultado fornece um método interativo para obtermos a solugdo numérica de deter-

minados tipos de equagao. Se fizermos o = 3 e tomarmos xy = 0, temos

x1 =T(0) = %COS(O) =

1 1
:1:2:T(2> = 5 cos

~ 0,438791

N =
~— N =

x5 = T(0,438791) =
x4 = T(0,452632) =

= T(0,449649) =
z6 = T(0,450299) =
z7 = T(0,450158) =
zg = T(0,450189) =
zg = T(0,450128) =

210 = T(0,450183) =

T Nl e e R N e e N
o o o o o o o

0s(0,438791) ~ 0, 452632
0s(0,452632) ~ 0, 449649
0s(0,449649) ~ 0, 450299
0s(0, 450299) ~ 0, 450158
0s(0,450158) ~ 0, 450189
0s(0,450189) ~ 0, 450128
0s(0,450128) ~ 0, 450183

0s(0,450183) ~ 0,450183

Repetindo o processo varias vezes encontramos um valor aproximado da solugao desse

problema.

Sabemos que f(z) = cosz nao é uma contracao em R. Portanto o Teorema de Banach

nao garante a existéncia de um ponto fixo em tais condi¢oes, mas nada nos impede de aplicarmos

tal método na busca de uma solugao para a equagao cosx = x.

Novamente tomando zg = 0, temos

= T(0) = cos(0) = 1

= T(1) = cos(1) ~ 0,540302

= T(0,540302) = cos(0, 540302) ~ 0, 857553
= T(0,857553) = cos(0, 857553) ~ 0, 654289
= T(0, 654289) = cos(0, 654289) ~ 0, 793480
= T(0,793480) = cos(0, 793480) ~ 0, 701369
= T(0,701369) = cos(0, 701369) ~ 0, 763959
= T(0,763959) = cos(0, 763959) ~ 0, 722102



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel

162

= T(0,722102) = cos(0, 722102) ~ 0, 750418
= T(0,750418) = cos(0, 750418) ~ 0, 731403
z11 = T(0,731403) = cos(0, 731403) ~ 0, 744238
212 = T(0,744238) = cos(0, 744238) ~ 0, 735604
213 = T(0, 735604) = cos(0, 735604) ~ 0, 741425
214 = T(0,741425) = cos(0, 741425) ~ 0, 737506
215 = T(0,737506) = cos(0, 737506) ~ 0, 740147
216 = T(0, 740147) = cos(0, 740147) ~ 0, 738369
= T(0,738369) = cos(0, 738369) ~ 0, 739567
= T(0,739567) = cos(0, 739567) ~ 0, 738760
219 = T(0, 738760) = cos(0, 738760) ~ 0, 739304
290 = T(0,739304) = cos(0, 739304) ~ 0, 738937
291 = T(0,738937) = cos(0, 738937) ~ 0, 739184

Quanto mais iteracoes fizermos mais nos aproximamos de um ponto fixo, mesmo f nao
sendo uma contragdo. Isso acontece pelo fato de g(x) = cos(cosx) ser uma contragao em R.
Assim, ndo lidamos com contracdo apenas na primeira iteracao, pois a partir da segunda temos
um caso que se encaixa perfeitamente no lema (20), e esse é o real motivo da aproximagao do

ponto fixo a partir de iteragoes. De fato g(z) = cos(cos(x)) é uma contracdo em R, pois

|’ (z)] = | sen(cos x) - sen x| = | sen(cos )| - | sen z|.

Sabendo que

|senu| < |u] e sen2r = 2senx cos x,
entao
|sin(cos )| - |sinz| < |cosz| - |sinz|
= | cos x sin z|
in 2 1
- |2nT f|51n2:n| =
2 2’
ou seja,
9@ < 5
2

1

e como vimos no lema (21), essa derivada ¢ limitada por ¢ = 5 < 1. Sendo assim g(z) =

cos(cos x) é contragao em R.

5.2 Aplicagoes em Equacoes Diferenciais

As aplicagoes mais interessantes do Teorema do Ponto Fixo de Banach surgem em espagos

de funcoes, pois seu resultado garante a existéncia e unicidade de solucoes de equacoes diferen-
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ciais e integrais. Focaremos na equacao diferencial ordinaria de primeira ordem dada por

' = f(t,z) (1)

sujeita a uma condigao inicial que a torna um problema de valor inicial (PVI) dada por
x(to) = X0.- (2)

Usaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach para provar o Teorema de Picard, convertendo
a equagao diferencial (1) em uma equacao integral que definird 7', uma contra¢do com um unico
ponto fixo que sera solucao para nosso PVI. Para essa demonstracao faremos uso do Teorema
Fundamental do Célculo, disponivel em Leithold (1994).

Teorema 24. Seja f uma fungao continua em um retangulo R = {(t,x); |t—to| < a,|z—1x0| < b}
e dessa forma, limitada em R
lf(t,z)| < e V(t,x) € R. (3)

Suponha que exista uma constante k tal que, para (t,x),(t,v) € R,
|f(t,$)—f(t,’0)| §k|33—’0|, (4)

ou seja, f satisfaz a condicdo de Lipchitz em R para seu segundo argumento. Desta forma, o

PVI tem uma inica solugao. Esta solugao estd no intervalo [tg — B,to + B], onde
b 1
< mi - =7 5
p<minfat i} 6

Prova. Seja C(J) o espago métrico (completo) de todas as fungoes continuas de valores reais no

intervalo J = [tg — 3, to + (] com métrica d definida por

d(z,y) = max{|z(t) — y(t)[}-

Seja, entdao C' um subespaco de C(J) formado por todas as funcdes x € C(J) que satisfazem

|z(t) — zo| < ¢f.

Nesses termos, C' é fechado em C(J). De fato, suponha que para z, € C,z, — x, entdo

|z(t) — zo| = lim |z(t) — x0]
n—oo

= lim |z(t) — zn(t) + zn(t) — 20|

n—oo
< lim [a(t) — 2, ()] + lim [z, (t) — 2ol
<0+ lim cB.
n—oo

Assim, # € C e C é fechado. Pelo Teorema Fundamental do Célculo vemos que (1) e (2)

podem ser escritas por x = T(z), onde T : C — C, bem definida para todo = € C, é dada por

[T(2)](t) = zo + t fla, z(a))da (6)
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mas, é preciso que (i) a integral (6) exista e (ii) para qualquer x € C' temos que T'(z) € C.

(i) De fato, para a € J e z(a) € C, como ¢ < b e 8 < a, qualquer que seja o minimo

em (5), temos

aeJ=ty—B<a<ty+f
Str—a<tg—B<a<ty+B8<ty+a
=th—a<a<ty+a

:>’Oz—t()‘§a.

Por outro lado, se # € C entdo |z(a) — 20| < ¢8 < b. Assim, (o, x(a)) € R fazendo com
que a integral (6) exista pelo fato de f ser continua em R.
(74) De (3) e (6), obtemos

t

[T ()] (t) — wol = t fla, z(a))da

t
Sc/ da
to

< clt —to| < cp.

Assim, T'(x) € C. Agora precisamos provar que T é, de fato, uma contracio em C.

Entao, pela condigao (4), temos

(ot | Flara(a))da) - (0 f(a,v<a>>da>\

to to

[T(2)](t) = [T()](B)] =

<k [ |z(a) —v(a)|do

<k \ max{|z(a) - v(a)|}da

< Klt = tojmax{|z(a) — v(a)[}

< kBd(z,v)

o que implica em d(7T'(z), T(v)) < ad(z,v), onde, por (5), a = k5 < 1. Assim fica provado que T'
é uma contracao pois a < 1. Dessa maneira temos que, pelo Teorema do Ponto fixo de Banach,
T possui um tnico ponto fixo x € C, isto é, uma funcio x € C(J) que satisfaz x = T(z). Por

(6), temos que
t

() =m0+ | flo,(a))da. (7)

to
Como (a,z(a)) € R em que f ¢é continua, novamente pelo Teorema Fundamental do
Calculo, disponivel em Leithold (1994), a expressao (7) pode ser diferenciada. Desta forma, x é

diferencidvel satisfazendo (1). O
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5.3 Aplicagoes em Equacoes Integrais
A equagao integral da forma

b
x(t) — ,u/ k(t, )x(T)dr = v(t) (8)

é chamada de Equagao de Fredholm de segunda espécie. Aqui [a,b] é um intervalo dado, = é
uma fungao em [a,b] e p é um parametro. O nicleo k da equagdo é uma fungao definida no

quadrado G : [a,b] x [a,b] e v é uma fungao definida em [a, b].

Equagoes integrais podem ser consideradas em varios espagos de fungoes, mas aqui con-

sideraremos (8) em Cla, b], onde tomamos J = [a, b] e definimos, para z,y € Cla, b],
d(z,y) = max{|a(t) — y(t)]}- 9)

Teorema 25. (Equagao Integral de Fredholm) Suponha que k e v em (8) sao continuas em
1

c(b—a)’
a fungio k. Assim, (8) possui solu¢ao unica = definida em J. FEsta funcdo x € o limite da

J x J e J respectivamente, e assuma que p satisfaz |u| < sendo ¢ a constante que limita

sequéncia interativa (xg,x1,...), onde xo € qualquer func¢ao em C(J).

Prova. Para aplicarmos o Teorema do Ponto Fixo de Banach é importante notar que Cfa,b] é
completo se equipado com a métrica do supremo. Sendo v e k continuas, entdao k é uma funcao

limitada em G, pois é continua num compacto, digamos

|k(t,7)| < c,V(t,T) €G. (10)
Temos que (8) pode ser escrita por z = T'(z), onde
b
[T(x)](t) = v(t) + u/ k(t, 7)x(r)dr. (11)

Visto que v e k s@o continuas e x € Cla,b], (11) define o operador T : Cla, b] — Cla,b].

Mostraremos agora que 7' é uma contracao. De (9) e (11) temos

d(T(2),T(y)) = max{[[T(x)](t) = [T(y)](1)[}

teJ
_ r?ea}({ (w(t) + 1 / ’ k(b ) (r)dr) — (o() 4+ / ' k(e )y (r)dr) }
- me{'u / k(7)) — y(r)ldr }
= i {| [kttt - st}

< g { [ ot 7)) ~ olar}

< i { [ eter) - ot
=1 | " ela(r) — y(r)ldr
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b
<lple | maxllo() - y(w) par

b
= |plemax{lz(w) - y(w)l}/ dr = |pled(z, y)(b — a).

Esta desigualdade pode ser escrita por d(T'(x),T(y)) < ad(x,y), onde
o = lule(b—a) < 1,

devido & condigao |u| < ﬁ, e assim T é contracdo. Portanto, pelo teorema do ponto fixo de

Banach, a equagao de Fredholm possui uma tnica solugao. O
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Resumo: Otimizagao irrestrita consiste em encontrar pontos de méaximo ou
minimo de uma funcdo, sem nenhuma restricao sobre as varidveis. Este tra-
balho tem como objetivo o estudo do método de regidao de confianca com o
passo de Cauchy para minimizar uma fungao. Com este método, a fungao ob-
jetivo é aproximada por um modelo quadratico, que é minimizado dentro da
regiao chamada de regiao de confianca. O passo de Cauchy é o minimizador
do modelo na direcdo oposta ao gradiente, sendo necessario definir quanto
caminhar nessa direcao. No entanto, sé é aceito quando a reducao no modelo
também proporciona uma boa reducao na funcao objetivo. Desse modo, é
possivel provar a convergéncia do algoritmo, sendo que sua demonstracao é
apresentada ao final deste trabalho.

Palavras-chave: Regiao de confianca; passo de Cauchy; otimizacao sem
restrigoes.

1 Introducao

Neste trabalho vamos considerar o problema de minimizagao irrestrita

minimizar  f(x)

sujeito a x € R,
onde f: R™ — R é limitada e duas vezes continuamente diferencidvel em R".

Usaremos o método de regiao de confianga para resolver o problema (1), definindo a cada
iterac@o o modelo quadrético my(d), que é uma aproximagcao aceitdvel da fungao objetivo f na
regido em torno do ponto corrente z*. Essa regidio em que confiamos no modelo chamamos de
regiao de confianca. Entdo minimizaremos o modelo sujeito a regiao de confianca a fim de se
encontrar o préoximo passo d. Se o modelo encontrado é uma aproximacao adequada da funcao

objetivo dentro da regido de confianca, entdo o ponto zFt! = zF 4 d é aceito pelo método e

! Agradecemos ao CNPq pela bolsa concedida.
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a regiao pode ser aumentada na préoxima iteragao; por outro lado, se a aproximacao é ruim,
a regiao é diminuida e o modelo é minimizado dentro da nova regiao de confianga. O modelo

continua gerando iteracées até o momento que o passo d é aceito.

Entao o subproblema é dado por

minimizar my(d) = f(z¥) + (95)7d + 1d" Hyd
sujeito a  [|d|| < Ay,

(2)

onde Ay, é o raio da regido de confianca corrente, g, = V.f(2¥) € R™ é o vetor gradiente da funcio
objetivo no ponto z*, Hy, = V2f(2*) € R"*" é matriz hessiana da funcio objetivo avaliada no
ponto z* e ||d|| é a norma euclidiana em d. A solucdo d* do subproblema (2) serd o passo para

obter o préximo ponto para o problema (1), zFT! = 2 4- d*.

Utilizaremos o passo de Cauchy para resolver o subproblema (2), sendo esse definido

como sendo o minimizador do modelo na dire¢cao oposta ao gradiente.

2 Método de regiao de confianca

O método de regido de confianca utiliza um modelo quadratico que aproxima a funcao
objetivo, e entao define uma regidao em torno do ponto corrente na qual é possivel confiar no
modelo. Ou seja, definimos quanto podemos caminhar antes de calcular a direcdo. Com o raio
da regiao definido, calculamos um minimizador aproximado do modelo nesta regiao. Caso este
ponto forneca uma reducgao também na fungao objetivo, o ponto é aceito e o processo é repetido,
definindo uma regiao de confianca em torno deste novo ponto corrente. Caso contrario, o raio
da regiao de confianca é reduzido, pois é possivel que o modelo nao represente adequadamente a
fungao objetivo. Entao, procura-se um novo minimizador para o modelo nesta regiao (RIBEIRO;
KARAS, 2010).

Vamos considerar uma funcao f : R” — R de classe C?. Dado um ponto z* € R”, o

modelo quadrético de f em torno de z* é definido por
1
ar(z) = f(2®) + V(T (z - 2F) + 5(36 — 2T By (x — ), (3)
onde Bj, € R™" pode ser a Hessiana V2f(z*) ou qualquer outra matriz simétrica tal que
|| Br|| < B, para alguma constante 8 > 0.

O modelo definido em (3) aproxima a funcdo f em uma vizinhanca de z*. Sendo Ay > 0

o raio da regido de confianca, a regiao em que confiamos no modelo é {z € R™ | Hx — ka < Ag}
Agora, considere d = 2 — z¥ e my(d) = qi(z* + d). Temos, entdo, o subproblema

minimizar my(d) = f(z¥) + Vf(2*)Td + 1(d)" Byd @)
sujeito a  ||d|| < Ag.
No entanto, a solucdo d* de (4) deve ser avaliada, uma vez que o ponto z*¥ + d¥ deve

fornecer uma boa reducao na funcao objetivo.
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Vamos definir a redugao real na fungao objetivo como ared e a redugdao do modelo como

pred. Logo,
ared = f(z¥) — f(2* + d)
pred = my(0) — my(d).

()

A razao entre a redugdo na fungdo objetivo e a reducao no modelo é dada por

ared

Pk (6)

- pred’
Assim, d* serd aceito quando p;, for maior que uma constante n > 0, o que significa
que a reducao real na funcao objetivo corresponde a pelo menos uma fracao da reducao no
modelo. Neste caso, o processo é repetido com o préximo ponto corrente, 21 = zF + d*. Além
disso, se d* estd na fronteira da regido de confianca e a reducéo na funcdo objetivo é grande,
podemos aumentar o tamanho do raio A, para a préxima iteracao. Se d* esta dentro da regio,
consideramos que o raio atual A pode ser mantido na proxima iteracao. Observe ainda que caso
a fungéo objetivo seja quadratica, o modelo que melhor a aproxima é a prépria funcao, entao
neste caso teremos p, = 1 e o raio da regiao de confianga serd aumentado. Caso pr < 1, a redugao
na funcao objetivo nao foi boa o suficiente e d* é recusado. O processo é repetido resolvendo o
subproblema (4) com o raio da regiao de confianga Ay reduzido (RIBEIRO; KARAS, 2010).

A Figura 1 ilustra uma iteragao do método de regiao de confianca. No grafico da esquerda
o minimizador irrestrito estd na fronteira da regiao de confianca, enquanto no gréafico da direita

estd dentro da regido.

Figura 1: Dois casos possiveis em uma iteracao do método (RIBEIRO; KARAS, 2010).

2.1 Algoritmo

O algoritmo para o método de regiao de confianca é definido a seguir (RIBEIRO; KARAS,
2010).

Algoritmo do método de regiao de confianga

Dados: 2° € R, A >0, Ag € (0,A), n € [0,%) ee>0
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k=0

REPITA enquanto HVf(a:’“)H > €
Obtenha d*, solugdo do subproblema (4)
Calcule py, usando (6)
SE pi > 1

okl = kg gk

A1 = Ay
SENAO
SR
A
AVISES 7k
k=k+1

3 O passo de Cauchy

Muitas vezes, nao é possivel resolver o subproblema (4) de forma exata. Por isso, defi-
niremos o passo de Cauchy para que seja possivel provar a convergéncia do algoritmo. O passo

de Cauchy fornece uma reducio do raio d* no modelo e é definido como
df = =1,V f(z"), (7)

ou seja, o passo ¢ definido como sendo o minimizador do modelo na diregao oposta ao gradiente.

Quanto caminhar nessa diregao, t; > 0, é a solucao do subproblema

minimizar mg(—tV f(z¥)) = f(2*) —t HVf(a:k)H2 + 32V f(a™)T BV f (")
sujeito a HtVf(a:k)H < Ag.

(8)

A Figura 2 mostra o ponto de Cauchy em uma iteragao k£ do método.

Figura 2: Ponto obtido no passo de Cauchy e pontos melhores do que este (RIBEIRO; KARAS,
2010).
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As elipses representam as curvas de nivel do modelo m;, e a drea hachurada corresponde

ao conjunto de pontos que satisfazem a relacao

pred > my(0) — my(d¥).

Essa relacao serd importante para a analise de convergéncia do método, uma vez que
vamos supor que a solugao aproximada do subproblema (4) seja pelo menos tdo boa quanto a

solucao de Cauchy.

Lema 1. O passo de Cauchy, definido em (7), satisfaz

1 - ll 9|
m(0) — my dlj > — |lgk mln{Ak, ,
(0) ~ ma(dh) > 5 llou] A

onde gr = Vf(xF) € R™ ¢ o vetor gradiente da funcdio objetivo no ponto z*¥ e By € R™™ pode
ser a Hessiana V2 f(2*) ou qualquer outra matriz simétrica tal que |By| < B, para alguma
constante 8 > 0.

Prova. Primeiramente é preciso obter ¢, solucao de (8), ou seja, o minimizador de

1
(t) = f(@*) —t]gl” + 575291{31@91@
Ag

no intervalo 0 <t < ol

Existem entao dois casos: gz;Bkgk >0e g%Bkgk <0.

(i) Se g Brgy > 0, entdo a funcio & é convexa e tem minimizador irrestrito

2
9 Brgr
Podem entao ocorrer dois subcasos. O primeiro é quando t < m, como ilustrado na

Figura 3.

.__
.
L
4
2

Figura 3: Primeiro subcaso para a funcao £ convexa.

Neste caso temos que t, =t e assim

1 |gill®
my,(0) — my(df) = 29T Brae
k
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

2
g
1Bl

my.(0) — my(dg) > (10)

N

No segundo caso temos ¢ > ‘@—:H (Figura 4), implicando que o minimizador de { estd na

fronteira.

Figura 4: Segundo subcaso para a fungao £ convexa.

Portanto, usando (9), obtemos

A 2
A ()
gkl g/ Brgx
que implica em
trgt Brge <t lgell® = llgnll Ar.
Assim,
k k 1 ky L
mp(de) < f(2%) = llgkll Ak + 5 llgwll Ax = f(2%) = 5 llgkll Ar,
donde segue que .
mi(0) — my(df) > 5 gl A (12)
(ii) Se ggBkgk < 0, entao
1
mi(dg) = f(2*) =ty llgrll® + Stg8 Brgr < f(@*) — tx l|ge]*- (13)

2

Neste caso a fungao £ é decrescente para t > 0 (Figura 5) e assim o ponto de Cauchy
JAVA

também esta na fronteira da regiao de confianca, isto é, t = o




Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 173

- - —

Figura 5: Caso para a funcao £ concava.

Assim, por (13),

1
my,(0) — mi(dg) = |lgull Ay > 5 llgwll A (14)

De (10), (12) e (14) segue que

Lo el
mi(0) — mi(d) > 2 [lgell min {Ak, ,
2 1Bl

demonstrando o resultado.

4 Convergéncia do método

Vamos provar a convergéncia do método de regiao de confianga supondo que o algoritmo

gera uma sequéncia infinita (z¥) em R™ e que as seguintes hipéteses estejam satisfeitas.

H1 A funcdo objetivo é de classe C', com Vf Lipschitz, ou seja, |V f(z) — Vf(y)| <

L ||z — y||, para uma constante L > 0.

H2 A solugdo aproximada d* de (4) satisfaz

k
pred = my(0) — mk(dk) > ¢ va(xk)H min {Ak, W} )
k

onde ¢; > 0 é uma constante. Comparando com o Lema 1, vemos que esta hipdtese significa
obter um passo d* tal que a reducio no modelo seja proporcional & reducdo obtida pelo passo
de Cauchy.

H3 O passo d* satisfaz HdkH < vAyg, para alguma constante v > 1. Isto significa que
o passo pode ser maior do que o raio da regiao de confianca, desde que seja menor do que um

multiplo fixo deste.
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H4 A funcéo f ¢é limitada inferiormente no conjunto de nivel
N={zeR" | f2) < f")} .
H5 As Hessianas By sao uniformemente limitadas, isto é, existe uma constante 5 > 0
tal que ||B|| < 8 para todo k € N.

Teorema 2 (Teorema do valor médio). Seja f : U C R"™ — R, f diferencidvel no conjunto
aberto U e [a,a + h] € U um segmento de reta na direcao do vetor h € R"™. FEntdo existe
0 € (0,1) tal que

fla+h)— f(a) =V f(a+0gh)h.

A demonstracao do Teorema 2 pode ser encontrada em Lima (2004).

Lema 3. Suponha que sejam satisfeitas as Hipoteses H1-Hb5. Entao existe uma constante ¢ > 0

tal que
cAi
ok — 1] < EGE
x
IV f ()|l min ¢ Ag, -———

B
Prova. Pelo Teorema 2, tomando os pontos a = zF e h = d* temos, para uma constante
Or € (0,1),

fa* +d¥) = f(@") + V(" + 0pd*)d".
Utilizando ared e pred como definidos em (5),

ared — pred = f(azk) - f(:ck + dk) — [mg(0) — mk(dk)}

Substituindo f(z* + d*) como calculado, obtemos

1

5 (@) Bd" — [Vf(a" +04d*) = V() d" =
1

lared — pred| = Hz(dk)TBkdk

ared — pred =

- H[v F(a* + 0pd®) — f(xk)]TdkH .

Agora, pela Hipotese H1, temos

HVf(xk 4 gpdh) — Vf(a:k)H <L H:L’k 4 Gpdt — ka -y HakdkH .

Portanto,
1
lared — pred| = H2(dk)TBkd’f - H IV f (2 + 0d¥) — Vf(xk)]TdkH =
1
lared — pred| < HQ(dk)TBkdk L HgkdkH HdkH .

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, que afirma que HuTUH < |lu|l |v|l, para u,v € R™,
temos

a3 o] - o ] o]
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Das Hipdteses H3 e H5, respectivamente, temos HdkH < ~vAg e ||Bg|| < 5. Logo,

1
lared — pred| < §ﬂ (YAR)? = Loy, (vA)? =
1
lared — pred| < (2572 — L0k72> A7 =
lared — pred| < coAZ,

para uma constante cg > 0.

d d — pred
Sabendo que py = ﬂ’ como definido em (6), temos que |py — 1| = area — preaj
pred pred
Substituindo |ared — pred| como calculado acima, utilizando a Hipétese H2 e sendo ¢ = Cﬁ’
C1
temos
2
lpp—1] < coA% e
. xX
er |9 i { s, L5
2
lpr — 1| < : 97| )
x
HVf@*Wnﬂn{Ak,ﬁf}
O

Teorema 4. Suponha que sejam satisfeitas as Hipoteses H1-H5. Entao

hmmeVf H

Prova. Suponha por absurdo que a afirmacao do enunciado é falsa. Entao existe ¢ > 0 tal que

|V f(@®)|| > e

Seja A = min {5, 2}, com [ e ¢ sendo as constantes do Lema 3. Se Ap < A, temos,
c

por consequéncia,

e _|[VfEh) €
<< -— < —.
Ak ~ B <~ 5 (§ Ak =5
Pelo Lema 3,
2
lpr — 1] < et va 1
HVf(xk)Hmin{Ak }
2
T
IVf(@*)]] Ak
‘,Ok _ 1| < CAJ < 1
€ 2
1
Pk = 5

Portanto, A1 > Ag, pois, pelo algoritmo do método de regiao de confianca, o raio da

regiao de confianca é mantido do mesmo tamanho ou aumentado quando pg > 1
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JAV

~ A
O raio é reduzido somente se A > A, e temos Apy 1 = <> > 5 Entéo,

Ay > min{Ao,g} (15)

para todo k € N. Agora, considere o conjunto

1

Sendo pp = ared > 1, entao ared > 1jm“ed. Dado k € &, pelo algoritmo e pela Hipdtese
pred — 4 4
H2, temos

f(ffk) - f(iUkH) = f(l‘k) — f(:n’c + dk) = ared =

Fab) = S 2 pred =

Py = FEH) > L me(0) - mi(d) =

k k1 1 N [V £ ()]
flz )—f(x+) > 4<Cl va(ﬂf )Hmm{Ak,HBkH =
f(xk) _ f(;ckJrl) > %clemin {Ak, ;} .

De (15), podemos concluir que existe uma constante 5 >0 tal que
fah) = ) = 0, (16)

para todo k € k. No entanto, a sequéncia (f(z*)) é nao crescente e, por H4, limitada inferior-
mente. Portanto, f(x*) — f(2**') — 0. Assim, de (16), concluimos que o conjunto & é finito.
Logo, pr < i para todo k € N suficientemente grande e Aj serd reduzido em cada iteracao, o

que implica que Ap — 0, contradizendo (16) e provando a afirmagao do teorema. O

Teorema 5. Suponha que sejam satisfeitas as Hipoteses H1-HS5. Entao

Vf(zk) = 0.

Prova. Suponha por absurdo que o conjunto
K= {k: eN| HVf(a:k)H > e}

seja infinito para algum e > 0. Pelo Teorema 4, existe [ > k, k € &, tal que HVf(xlk)H < %
Agora, por H1, temos
< |vra) - vt

<afpt

€
2

Seja S = {j EN|k<j<lpealtl+# $j}. Entao, utilizando H3, temos

< |la =2 <> Ay (17)

JESK JESK

€ k l
< — 2k
2L—Hx .
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Utilizando o algoritmo do método de regiao de confianca, de onde temos ared > npred,

as Hip6tese H2 e H5, a definicao de [j e a desigualdade (17), obtemos

fa*) = fa'*) = Y (f@!) - f@T) =

JESk
f(xk) - f(wlk) > Zn(mj(O) — mj(dj)) =
JESk
@) = f@%) = ) na HVf(xj)Hmin{Aj, va(ﬂ)”} N
€Sk 1B
f(l’k) - f(xl’“) > anemin {Aj, ;} =
JESk
k) = fat) > mm{";;f, "C[f }
Definindo § = min { 7720,;22, 7702;2 }, vemos que
fab) — fa') >0, (18)

para todo k € k. No entanto, a sequéncia (f(z¥)) é nao crescente e, pela HipStese H4, limitada
inferiormente. Portanto, f(x*) — f(2**1) — 0, contradizendo (18), logo a afirmagcdo do teorema

¢é verdadeira. O

O Teorema 5 garante que todo ponto de acumulacio de uma sequéncia z* gerada pelo

algoritmo de regidao de confianca do item 2.1 é estaciondrio. Pela continuidade de V£, se 2*

— T,
entdo Vf(z¥) — Vf(Z). Como o Teorema 5 afirma que Vf(z¥) — 0, vemos que Vf(Z) = 0.
Portanto, estd provada a convergéncia global do algoritmo do método de regiao de confianca

mostrado anteriormente.
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Resumo: A transformacao de uma fungao em outra é um processo comum na
solucdo de problemas matematicos. Neste trabalho foi proposto a aplicagao
da transformada de Laplace em equagoes diferenciais a coeficientes nao cons-
tantes e verificou-se que é um método funcional e pratico quando ja conhecida
as principais transformadas. Um exemplo é a resolugdo da Equagao de Airy,
cuja solucao é conhecida por meio somatério de poténcias, sendo apresentada
aqui a mesma solucdo, porém, com um procedimento diferente, através de
um somatoério de poténcias negativas.

Palavras-chave: Transformada de Laplace; Equacoes Diferenciais; Coefici-
entes nao constantes.

1 Introducao, definicoes e propriedades da transformada de La-

place

Muitos problemas praticos de engenharia envolvem sistemas mecéanicos ou elétricos sob
a acao de forgas descontinuas ou de impulsos. Alguns métodos de solucao para equacoes dife-
renciais sao, muitas vezes, complicados de se usar. Um método que pode ser usado de maneira

mais pratica baseia-se na transformada de Laplace.

Conforme Boyce e Diprima, a transformada de Laplace tem esse nome em homenagem
ao eminente matematico francés P. S. Laplace, que estudou transformacgoes lineares em 1782.
No entanto, as técnicas a serem apresentadas neste capitulo sé foram desenvolvidas em torno de

um século depois. Elas se devem, principalemnte, a Oliver Heaviside (1850-1925).

Uma propriedade que torna a utilizacao da transformada de Laplace viavel para a re-
solucao de equacoes é a sua linearidade. No caso da derivagao, isso significa que, para quaisquer

constantes « e f3,

2 af (@) + Bg(@)] = o [F(@)] + Fr [g(a)]. (1)

A transformada de Laplace é uma transformada a partir de uma integral imprépria, no
intervalo de integragao [0,4o00), da prépria fun¢do multiplicada por uma fun¢ao exponencial,

como se segue.

!Bolsista do Programa de Iniciacdo Cientifica ¢ Mestrado (PICME) com bolsa pelo CNPq e Capes.
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Definicao 1. Seja f uma fungao definida por t > 0, entao a integral

+oo
CUFB}Hs) = /O e £ (1)t @)

é chamada de transformada de Laplace de f, desde que a integral convirja.

A transformada apresentada em (2) tem como resultado uma fungao dependente de outra
varidvel, a varidvel independente s. Por isso, na notagao L£{f(t)}(s), esté-se transformando uma

fungao f(t) dependente de ¢ e se obtendo como resultado a funcao £{f(t)}(s), dependente de s.

Para a aplicacao da transformada como um operador linear deve ser verificado a sua

linearidade:
—+o00
Llaf(t) + Bg(t)) = /0 e~af(t) + Bg(t)dt
+o0 —+o00
- / e~ f(t)]dt + / e [Bg(0)]dt
0 0

+o0 oo

= o[ Tetimass [ ety
0 0

= al{f(t)}+ BL{g(t)}.

Exemplo 2. Obter a transformada de Laplace da fungao f(t) = ¢™.

Seguindo a definigdo 1, entao

—+00
L{t"} = /O e St dt

[e.@]
—e— st too _ g—st
= t" —n/ —— " tdt
S 0 S
0
—+00
= (0—0)+n/ e st lat
s Jo

- gc{tn*}(s).

Dessa forma, ao seguir os passos acima, tém-se entao que

n(n —1) n(n —1)
2 n—1

iy = Loty = ) = Sy s)

L)) ==
O ultimo termo L£{1}(s) pode ser facilmente calculado conforme a seguir.

+o0
LI} (s) :/0 o=t . 1dt

Logo, tém-se a seguinte resolucao geral para o problema proposto

= Q
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Deve-se atentar que a fungao f(t) é definida para ¢t > 0 e que a sua transformada, sff%,

converge para todo valor de s > 0.

Exemplo 3. Obter a transformada de Laplace da funcao f(t) = e.

Seguindo a defini¢ao 1, entao
+o0
L{e"} = / e Stetdt
0

+o0o
_ / e(_8+a)tdt
0

e(—s-l—a)too
- —s+a
0
1
= 0-— .
—Ss+a
Logo, )
L{e"} = ——. 4
fo} = — (4)

Neste problema, dois pontos devem ser notados. Primeiro, se s = a, entfo, a transfor-
mada de e nao existe e, além disso, se s < a, a sua transformada também ndo existird, como
se pode ver ao se retornar a uma das passagens anteriores,

(—s+a)t o

o e
e t}: —s+a
0

E importante notar que

e(—s+a)t

lim —
t—o+oo —s+a
s6 serd nulo se —s 4+ a < 0, ou seja, s > a. Caso contrario, o seu limite tendera ao infinito, nao

se constatando uma transformada de Laplace.

Este fato é utilizado como condigao suficiente para a existéncia da transformada de
Laplace para qualquer fungao f(t), bastando provar que a fungdo nao ultrapassard alguma

funcao exponencial de ordem ¢, quando t tende ao infinito.

Exemplo 4. Obter a transformada de Laplace da fungao g(t) = t" f(¢), onde f(¢) é uma fungao

cuja transformada exista.
Seguindo a definicao 1, entao

+oo
CUFB}Hs) = /O e £ (1)t

Derivando em ambos os lados, obtém-se,

d d [re
&F(S) = — e St f(t)dt
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= /+OO ie_Stf(t)dt
- 0 dS

+oo

= - / e St f(t)dt
0

= —L{tf(O)}.

Acima foi visto o resultado considerando n = 1. Dessa forma, é possivel provar por

inducao que

n n—1
CLUDNs) = — L0} ) = = ()" S L (1)) = (C1)LL F(D)} ().
Logo, "
LT} = (1" S L)) (5)

Exemplo 5. Obter a transformada de Laplace da derivada n-ésima da funcao f(t), onde f(t) é

uma funcdo cuja transformada exista e tal que f(t), f/(t),--- , f*~V(t) sdo continuas em [0, +oc].

Seguindo a defini¢ao 1, entao

+00
LU (s) = /0 o= £ ()dt

—+00
bo [
0 0

= —fO0) + sL{F" V(1)) (s).

_ e—stf(n— 1) (t)

A partir deste resultado, pode-se demonstrar que

L{FM 0} (s) = =f7D(0) = - = " 2f1(0) = 8" 7Hf(0) + 8" L{F (1)} (s)- (6)

2 A transformada inversa de Laplace

Existem varias formas de se obter a transformada inversa de Laplace, como, por exemplo,
a transformada de Mellin, porém, aqui serd obtido a trasformada inversa a partir das transfor-

madas de Laplace ja conhecidas, principalmente as apresentadas nos exemplos da segao 1.

Assim como na transformada de Laplace foi denotado

L{f(#)}(s) = F(s),

agora, serd denotado para o seu inverso

LTHEF(9)}(t) = f(D),

de forma a tornar claro que se obtém como resultado a funcao de origem, dependente de t.
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Teorema 6. Seja a funcdo f(t) cuja transformada de Laplace exista, entdo

li = lim F(s) = 0.
Tim L{f(1)}(s) = lim F(s) =0
Esse teorema é interessante para que se saiba se é possivel encontrar a transformada
inversa de alguma funcao. Por exemplo,
1
F(s)=-
()=
tende a 0 quando s tende ao infinito e, de fato, conforme o exemplo 2, a sua transformada inversa,
é f(t) = 1. J4 para a funcao
F(s) =s,

nao hé o que fazer para encontrar a sua transformada inversa, uma vez que ela nao existe.

3 Aplicagoes

A aplicagao da transformada de Laplace em equacoes diferenciais segue um método de
ida e volta, ou seja, se aplica a transformada em ambos os lados da equagao, que possui como
varidvel independente t, passando entao a se ter uma nova equacao diferencial, agora com base
na varidvel independente s, sendo esta mais simples do que a de origem. Ao se resolver a
equagao, obtém-se como resultado uma funcao F(s), na qual a transformada inversa serd a
resolugao da equacao diferencial de origem, ou seja, f(t). Essa metodologia se adapta muito
bem para equagoes diferenciais a coeficientes constantes, o objetivo do trabalho, é analisar a
sua aplicacdo para equacoes diferenciais cujos coeficientes possam variar. Para se aplicar a
transformada nas equacgoes diferenciais é necessdrio, principalmente, se conhecer os resultados

obtidos nos exemplos 4 e 5.

Exemplo 7. Encontrar uma solugdo para a equagao diferencial em (0, +00) da equagao dife-
rencial a seguir:

ty” +2y +ty=0. (7)

Utilizando as equagoes (5) e (6), obtém-se

L{ty"} ) = L0 H(5) =~ [4/(0) = sy(0) + ¥ (5)] = y(0) — 25V (s) — V(s

L{y'}(s) = —y(0) + sY (s);
L{ty}(s) = =Y'(s).

Aproveitando-se da linearidade da transformada de Laplace, ao substituir os termos

acima na equacao diferencial (7), tém-se

L{ty" + 2y + ty}(s) = [y(0) — 25Y (s) — s*Y"(s)] + [~y (0) + sY (s)] + [-Y'(s)] =0 =

Y'(s)(s*+1) =¢,
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onde ¢ = —y(0).

Tem-se entdo uma equacgado diferencial de primeira ordem, facilmente resolvida. A

equagao reescrita fica como a seguir:

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace, entdo,

—ty(t) = —csent =

sent
raet

yt) =c-
Esta é, entao, uma solucao da equacao do problema.

Exemplo 8. Resolver a Equagao de Airy, a qual é uma equagao diferencial de segunda ordem

definida por
y"' —sy =0, (8)
com as condigoes iniciais y(0) =1 e y'(0) = 0.
Fazendo a transformada da equagao, conforme as equagoes (5) e (6), entao
[s°Y — y(0)s —y/(0)] = [-Y'] =0

Y +Y' = s. (9)

Para que se consiga efetuar a transformada inversa, serd utilizado o seguinte somatorio

para a resolucao do problema,

+0c0 c
Y(s) = -n
STL
n=0
Dessa forma, tém-se o seguinte
~+00 c
/ - _ E _n_
Y (S) o n8n+1
n=1
e
= e c = ¢ c =Xe
2 n 3 0 3 n—+3
s*Y(s) = E n_22018+62+*+2 n_2:cls+62+*+g —
s s s S S
n=1 n=4 n=1

Substituindo os valores na equacao (9), entao,

—+00

c =Re c

3 n+3 no_

cls+62+s+gls”“ E n5n+1_8
n

= n=1




Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 185

Através da equacao acima pode-se encontrar o valor dos coeficientes, como segue:

1 = 1

Cy = 0

CcC3 = 0
Cn+3 = MNCp.

Assim sendo, nota-se que apenas os coeficientes de incice multiplos de trés com resto um

possuirao um valor nao nulo.

Cq4 = C1

Cr = 4. Cyq
€10 = 4-cq
c13 = 10 ¢c10

Camp1=(Bn—2) (3n—5) ---10-7-4-1.

Assim, a solucao da transformada fica como

+o00
1 (3n—2)(3n—5)---10-7-4-1
Y(s) = S"'; $3n+1 :

Aplicando a transformada inversa,

400
gty = 143 BB —(3513)-!--10 T,

n=1

ou, ainda,

400 $3n

Por fim, tem-se entao a solucao da equagao de Airy.

Aqui um ponto a ser investigado é que, para se chegar a solugao, passou-se por um
somatorio de poténcias negativas, na qual, o resultado diverge para qualquer valor de s, porém,

a solugao encontrada apés fazer a transformada inversa é a correta.
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4 Conclusoes

Conclui-se que a Transformada de Laplace é um método eficaz e pratico para a resolucao
de equacoes diferenciais com coeficientes constantes e também nao constantes. Ao longo do tra-
balho foi-se memorizando as principais transformadas de Laplace e, consequentemente, obteve-se
uma maior agilidade para a resolucao das equagoes diferenciais estudadas. Considerando a neces-
sidade de se encontrar uma equagao que possua a transformada inversa de Laplace, encontrou-se
a solucao de utilizar o somatério de poténcias negativas em alguns casos, como por exemplo, na

equagao de Airy.
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Resumo: Neste trabalho, serao estudados alguns contetidos necessarios para
a obtencao da solucao da Equacao de Bessel. Podemos destacar sequéncias
e séries, equacoes diferenciais e funcao Gama. Tomamos atencao especial
a Séries de Poténcia aplicadas a solugao de equagoes diferenciais. Com o
conhecimento necessario desses contetidos entao, nosso trabalho foi realizado
no sentido de encontrar uma solucio para a Equacdo de Bessel 2%y” + zy’ +
(22 — p?)y = 0 por meio de Séries de Poténcia. A solucio para esta equagio
¢ conhecida como Funcao de Bessel. Depois de encontrada a Funcao de
Bessel, solucao da Equacao de Bessel, sao enunciadas algumas propriedades
interresante dessa funcao.

Palavras-chave: Equacao de Bessel; Funcoes de Bessel.

1 Introducao

A Equacao de Bessel que é a Equacdo Diferencial Ordinaria z2y” + zy’ + (22 — p?)y = 0.
Esta equacao possui importancia fisica pois modela varios fendmenos naturais. Foi definida
pela primeira vez por Daniel Bernoulli e generalizada e estudada por Friedrich Bessel. Torna-se
importante obter uma solucao para esta equagao, pois, isto ajuda a entender melhor os fenémenos

modelados por ela.

A Equacao de Bessel é uma EDO linear, porém os coeficientes ndo sdo constantes, o que
inviabiliza algumas técnicas de solugao classicas para EDOs. Um dos métodos que ainda pode

ser usado para a obtencao da solucao desta equagao é o método baseado em Séries de Poténcias.

Aplicando esse método de solugao encontra-se a funcao

> -1 T\ onip
Jp(z) = ;W%F P,

chamada de Funcao de Bessel, solucao da Equacao de Bessel.

O estudo de alguns temas mateméaticos como Série de Poténcias, EDOs e fungao Gama
sao de total importancia para que se possa encontrar essa solugao. Uma breve introdugao a esses
assuntos é feita neste trabalho, enunciando defini¢oes e teoremas julgados importantes para o

estudo da Equagao de Bessel.

1O autor agradece & UNIOESTE pelo apoio financeiro na forma de bolsa de iniciacdo cientifica.
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2 Séries de Poténcias

Nesta secao recordamos alguns resultados que usaremos a respeito de séries de poténcia.
Nao nos deteremos em suas demonstragoes mas o leitor interessado poderd encontri-las em
Stewart (2013).

Definigao 1. Uma série de poténcias é uma série da forma

oo
E ena™ = co + 1z + cax® + 32 + ..

n=0
na qual cg, c1, c2, 3, ... S0 constantes e x é a variavel.

(o]
Para cada x fixado, a série > ¢,2" = co+c1x+cax?+c3z3+... é uma série de constantes
n=0
que podemos testar quanto a convergéncia ou divergéncia. Uma série de poténcias pode convergir

para alguns valores de x e divergir para outros valores de .

Definigao 2. A série

o)
2 3
E en(z—a)"=co+ci(x—a)+ca(z—a) +cz(x—a)’ + ...
n=0
é chamada uma série de poténcias em (z — a) ou uma série de poténcias centrada em a ou uma
série de poténcias em torno de a. Observe que, quando x = a, todos os termos sao 0 para n > 1

e assim a série de poténcias sempre converge quando = = a.

Exemplo 3. Considere a série de poténcias tal que ¢, = 1 para todo n e a = 0.

[e.e] oo
Zl(:c—O)":Zx":1+x+x2+x3+x4+x5+...
n=0

n=0

Observe que temos uma série geométrica em que a razao é x.

Portanto, obtemos que a série de poténcias converge para todos os valores de = tal que
|z| < 1, ou seja, —1 < x < 1. Também a série de poténcias diverge para x > 1.

oo
Teorema 4. Para uma série de poténcias Y, cy(x — a)" existem apenas 3 possibilidades
n+0

i) A série converge apenas quando x = a;

it) A série converge para todo x. O intervalo de convergéncia é (—oo,+00), seu raio de con-

vergéncia € oo, R=00;
iii) Eziste R > 0 tal que a série converge se |x —a| < R e diverge se |z — a| > R.
Observe que no tltimo caso do teorema acima R é chamado de raio de convergéncia. O

teorema nada afirma sobre a convergéncia da série quando x = R. Por isso temos que testar se

os pontos R e —R sao pontos em que a série diverge ou converge.



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 189

o0
Teorema 5. Se a série de poténcias Y, c,(x —a)" tiver um raio de convergéncia R > 0, entdo
n+0
a fungdo f definida por
o0
fx)=co+ci(z—a)+ea(z—a)+ez(z—a)+ .= ch($ —a)"
n=0

é diferencidvel (portanto continua) e integrdvel no intevalo de convergéncia (a — R,a+ R) além

disso

(i) f'(z) = c1 4 2¢2(x — a) + 3es(x —a)® + ... = chn(x — )
n=1

_ a)nJrl

:C—a2 .’E—GB o x
<z‘z’>/f<:c>d:c=0+co<:c—a>+cl(2)+CZ(3)+...:o+;%(nH_

Os raios de convergéncia da Série de Poténcias nas equagoes (i) e (i) sdo ambos iguais
a R.

3 Equacoes Diferenciais

Definicao 6. Uma equagao que contém derivadas ou diferenciais de uma ou mais fungoes, em

relacdo a uma ou mais varidveis independentes, é chamada de Equagao Diferencial (ED).

Equacoes Diferenciais sao classificadas de acordo com o tipo, a ordem e a linearidade.

Se uma equacao contém somente derivadas ordindrias de uma ou mais funcoes, com
relacdo a uma Unica varidavel independente, ela é chamada de Equagao Diferencial Ordinéaria
(EDO).

Uma equacao que envolve as derivadas parciais de uma ou mais varidveis dependentes

de duas ou mais fungoes, é chamada de Equacao Diferencial Parcial (EDP).

A ordem da derivada de maior ordem em uma equagao diferencial é, por definigao, a

ordem da equagao.

Definicao 7. Qualquer funcao f definida em algum intervalo I, que, quando substituida na
equacao diferencial, reduz a equacao a uma identidade, é chamada de solugao para a equacao

no intervalo.

Em outras palavras, uma solugdo para uma equacao diferencial ordinaria

F(x7 y7 y/) ety yn) = 0

é uma funcao f(z) que possui pelo menos n derivadas e satisfaz a equagao, isto é

F(z, f(z), f'(x), .., ful@)) = 0

para todo z no intervalo I. Propositadamente, deixamos vaga a forma precisa do intervalo.
Dependendo do contexto da discussao, I pode representar um intervalo aberto (a, b), um intervalo

fechado [a, b], um intervalo infinito (0, c0) e assim por diante.
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Defini¢ao 8. Um problema de valor inicial (PVI), é um conjunto de uma equacao diferencial,

de ordem n, juntamente com n condigoes iniciais. Serd, em geral, um problema da forma.

{ an(2) LY + .+ a1 (2)y = g(z)

y(20) = Y0,y (20) = Y1, -+, y "V (w0) = Y1

Quando uma dada equagao diferencial nao é linear ou quando os coeficientes nao sao
constantes, pode nao ser muito facil determinar solugoes para esta ED. Em geral, podemos
esperar que exista uma sulugao y dada em forma de série de poténcias da varidvel independente
x, isto é,

oo
— no_ 2 3
y= E bnx™ = by + bix + box™ + bgzx” + - - - .
n=0
Determinar esta série de poténcia significa determinar os coeficientes b,, para todo n € N.
o0
O método é por abordagem direta. Dada a ED, supomos que a fungdo y = > b,z" seja uma
n=0
solucao desta ED, e a substituicao desta série na equacao diferencial pode nos levar ao célculo

dos coeficientes b,,.

Nesta abordagem é necessédrio substituir todas as fungoes envolvidas na ED por suas

respectivas séries de poténcias.

Em geral nem todos coeficientes b,, serao determinados. Isto porque a solugao de uma ED),
como ja sabemos depende de algumas constantes, que no caso sao alguns dos préprios coeficientes
bn,. Uma vez determinada a série de poténcias, outro problema é determinar o intervalo I de
convergéncia desta série. Intervalo no qual esta série define uma funcao, e portanto, define uma

solucao para a equacao diferencial por série de poténcia.

4 Funcao Gama

Definicao 9. A funcao Gama é a funcao que a cada real positivo x > 0 associa o nimero real

representado por I'(z) determinado pela integral imprépria
o0
I(z) = / t@=De~tdt.
0

A primeira coisa que faremos é mostrar que esta funcao estd bem definida, isto é, que a

integral imprépria converge qualquer que seja x € (0, 00).

Proposicao 10. Para qualquer que seja x € R, com x > 0, a integral impripria

/OO te=De—taqs,
0

Prova. Para esta prova vamos analisar a integral nos intervalos (0,1) e (1,00). Para ¢ € (0,1),

converge.

temos que e~! < 1 e entao
1 1 e 1 1
/ po=1) g—tdt 1/ a1 g B
0 0 Z

t=0 ¥
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o0
Agora para t € (1,00) temos da série de poténcias da fungio exponencial que e! = %k,
k=0

e desta forma, qualquer que seja n € N temos que
U
nl e
nl == k!

tk
6t

donde et < f—n' para qualquer que seja n € N. Assim,

e 0 | 00 |
/ (e Detar g/ (D gy :/ A
1 1 tn 1 tn—r+

Basta agora escolhermos n > 1+ z e temos © —n — 1 # —1, donde

00 00 | |
/ t@De~tat < / nogpe 1
1 1 tnf:r+1 r—nin—=

ja que n —x > 1. Assim, segue que

00 1 00 1
/ tE=De~tgs = / tE=De~tqt +/ @ Ve tdt < = 4 nl.
0 0 1 v

[e.e]

=1 r—m n—x

O]

Fica claro também que nao existe I'(0) ja que a integral diverge quando x = 0. De fato,

da definicao com x = 0 temos que

> 1 L | 11 1 /11
P(O):/ etdt>/ etdt>/ dt:/ —dt = co.
0 t 0 t 0 et € 0 t

Proposicao 11. Se z > 0, entdo I'(x + 1) = 2I'(z).

Prova. A prova é feita usando a integracdo por partes. Primeiro temos que
o0
I(x+1) :/ tTe"tdt.
0

Colocando entdo u =t% e % = ¢!, temos que % = 2"~ e v = —e~! donde

o0
I'(z+1) _/ t e dt
0 _ -
= t””(—e—t)|t:0—|—/0 Ve tdt
o0
=(0+0)+ x/ t* e tdt

- 0
= x/ t*le7tdt = 2T (z).
0

Corolario 12. Se n € N*, entdo I'(n) = (n — 1)!
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5 Funcgoes De Bessel

O estudo desta segdo é baseado em Bowman (1958). Maiores detalhes recomendamos

esta referéncia ao leitor.

A equacao de Bessel de indice p é a EDO
x2y// + xy/ + (xz _p2)y =0

onde p é um nuimero real. Procuramos uma solucao da forma
[ee] [e.e]
— T n o _ n—+r
y=ux E anr" = E anx" ™.

Temos entao
o0

y =D (n+raga" T
n=0

o0

y" = Z(n +r)(n+7r—Daz" 2
n=0

Disso temos
o

22y = Z(n +7r)(n 47+ Daya™™™,
n=0

o0

xy = Z(n +7r)apa™t",
n=0

00
1723/ — 2 :anxn+r+2
n=0

[e.e]

p2y — ZPQGnl_n—I—r

n=0

Substituindo na equacao de Bessel, obtemos

(o] o0 (o] [o.¢]
Z(n +7)(n+7r+ Daa"" + Z(n + 1) ax"™ " + Z apa" T2 — ZpQan:nJ"r —0.
n=0 n=0 n=0 n=0

Juntando o 1°, 2° e 0 4° somatdrios, obtemos

[e.e]

Z((n + T)2 o p2)anxn+r+2'

n=0

No segundo somatério acima, fazendo k = n + 2 e fatorando o coeficiente do primeiro

somatoério, obtemos

o0

> (ntr+p)(n+r—paa™ + i a_pz" " =0.
k=2

n=0
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No segundo somatoério, substituindo o indice k£ por n , separando os dois primeiros termos

do primeiro somatorio, obtemos

o0
(r4p)(r—plagz” + (r+p+1)(r—p+1ajz" ™ + Z((n +r4p)(n+r—pla,+a,_2)z" " = 0.

k=2
Segue que,
(r+p)(r—p)=0
(r+p+1)-(r—=p+1)a; =0
n+r+p)(n+r—pla,+a,—2=0
A equagao (1) tem raizes r1 =p e rg = —p.

Para r; = p > 0, a equagao (2) se torna
(2p+1)a; =0

ou seja,

a1::0.
A férmula de recorréncia (3) se torna
(n+2p)nay + an—2 =0,

e disto segue que
ap—2

Ap = ————————.
" n(n+2p)

Usando (5) e (6) e deixando para escolher mais tarde o valor de ag, obtemos

agpy1 =10
e também
ap
g = ———
27 22+ 2p)
ag
as =
2-4(2+2p)(4+2p)
ap
ag = —
©T T 2.4-6(2+2p)(4 + 2p) (6 +2p)
Podemos reescrever
ag
ag=———
2T T 1(1+p)- 22
ag
a. =
T 1201+ p)2+p) 28
ag
ag =

S 1-2-3(1+p)(2+p)(3+p) - 2
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Em geral,
_ (=1)"ao
nl(1+p)(2+p)...(n+p) - 227

Q2n

Costuma-mos fazer a escolha

1

T WT(A+p)

e utilizando repetidas vezes a identidade
I(x+1) =al'(z),
temos

(n+p)...2+p)(1+p)I'(1+p)
=(n+p)..2+p)(2+p)
=(n+p)..B+p)I'B+p) =..=Tn+p+1).

Portanto com a escolha (8), a equagao (7) se torna

(="
nI(n +p + 1)220+0"

Qon = —

Obtemos finalmente a solugao
y = i (=1)" ({)2n+p
~ n'(n+p+1) 2

que é chamada de func@o de Bessel de primeira espécie de indice p, e denotada por J,(x). Assim,

B = Y oG, o)

n=0
6 Propriedades da Funcao de Bessel

Muitos fatos sobre a funcao de Bessel podem ser provados usando a fungao geral J,(x)

Teorema 13. Sejamn € Z ex,z € R,z # 0 e J,(z) a fungao de Bessel dada na Equagio (9),

entao

e3(=2) = Z Jn(x)2" (10)

n=—oo

Prova. Temos

o
wi\\fs
@)
[
e
Il
WE
9 —
N
3
]
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SE RSO A
-y (5 e

n=—oo \m—k=n
= = (71)1{; x Tin n
-3 (SaShwerer):
n=—oco \k=0 o
= Z In(x)2"
n=-—o00
O
Corolario 14. Seja n € Z, temos
cosz = Jo(z) + 2 Z(—l) Jon ()
n=1
senz = 2 Z(—l) Jon+1(x)
n=0
1= Jo(x) +2_ Jon(x)
n=1
Prova. Diretamente de (10) com z = ¢ isen = %(z — l) obtemos
cos(z sen f) + i sen(z sen f) = e'wsen? Z Jn(z)e™ = Z JIn(x)(cos(nd) + isen(nh)).
Entao
cos(z sen ) )+2 Z Jan () cos(2n)
¢ o0
sen(zsenf) =2 Joni1(x) sen((2n + 1)6).
n=0
O
Corolario 15. Para todos x € R en € Z.
In(=2) = J-p(@) = (=1)"Ju(2). (11)

Prova. Para mostrar a primeira igualdade, deve-se fazer a mudanga de varidaveis ¢ — —ux,

z — 2z~ ! em (10), donde obtemos

Z In(—x)z™" = Z In(x)2" = Z J_p(x)z™"

n=—oo n=—oo n=—oo
Comparando os coeficientes temos o resultado. A segunda igualdade é analoga tendo a seguinte

mudanca de varidveis z — —z71. O

Corolario 16. Para todo n € Z temos
2J5,(x) = Jn-1(z) = Jns1()

%Jn(:p) = Jpt1(2) = Jn-1(2)

d n _.n
%(m Jn(2)) = 2" Jp—1(x).
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Prova. A primeira afirmagao é demonstrada derivando (10) em relacao a x.

n—=—oo z
1 - n . n
=57 nE_OO In(x)2" — % nE_oo In(z)z
o0 1 .
= Y L)~ T (@)

Comparando os coeficientes temos os resultados. A segunda afirmagao é analoga.

(10) em respeito a z,

d > d x 1
“ n_ % 2(z—%)
P ZOO In(z)z _dz€2

1 1. <
:§x(1 + Zj)ef(z_%)

Derivando

A fim de comparar os coeficientes, igualamos os expoentes de z a n — 1 em todos os

somatérios. Obtemos assim,

Z Jno1(2)2" 1 = Z a1 (2)2" 1 = Z ?Jn(aj)znfl.
n=-—00 n=-—00 n=-—00
Adicionando as duas equacgoes e multiplicando com % temos o terceiro resultado. O

Corolario 17. Para todos t € R e n € Z temos

/x”+1Jn(x)das = 2" (2)

/a:”HJn(x)dx =~z " ().

Prova. A primeira igualdade vem direto do Corolario 14. Para a segunda igualdade usamos os

Corolarios 14 e 15 para obter

/:v_"HJn(x)d:c = /x_"“(—l)"J_n(:E)dx = (1" " (z) = =2

n+1-
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Corolario 18. Para todos x,y € R en € Z temos

Tn(@+y) =Y Je(@) Tni(y).
kez

Prova.

keZ mez
-3 (S o) -
n€Z \keZ
O
Coroldrio 19. Para todos x € R e n € Z temos Y Jy(z) = 1.
nez
Prova. Basta tomar z =1 em (10)
e%(z_%) = 1
0

7 Conclusoes

Neste trabalho obtemos uma solucao para a Equacao de Bessel, que é chamada de Funcao
de Bessel, e estudamos algumas propriedades desta funcao, estas propriedades sao importantes,
pois, ha uma vasta drea de aplicagao para essa funcao, pois, a mesma modela iniimeros fenémenos
da natureza, dessa forma o estudo dessas propriedades proporcionaria um melhor entendimento

desses fenomenos podendo assim representa-los matematicamente.
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Resumo: O presente trabalho busca evidenciar a importancia do Pro-
grama, Institucional de Bolsista a Iniciacao a Docéncia-PIBID na formagao
do académico que procura o aperfeicoamento profissional e o contato com
a sala de aula de uma forma mais ampla, ainda na iniciacdo a docéncia.
Procuramos abordar a importancia do programa PIBID para o desenvolvi-
mento do licenciando desde os primeiros periodos da graduacao, enfatizando
o seu papel de aluno-professor, e seus saberes construidos oriundos dessa
experiéncia. O trabalho analisou uma pesquisa realizada pela coordenacao
do Pibid-Unioeste com todos os subprojetos inseridos na universidade, esta
realizou um questiondrio online, que foi respondido por 76% dos bolsistas.
A partir da andlise de dados, constata-se o quanto é importante o programa
na vida dos académicos, tanto na pesquisa e embasamento tedrico quanto na
parte pratica.

Palavras-chave: Formagcao de Docente; Pibid.

1 Introducao

Por meio deste trabalho, buscamos identificar a importancia do Programa Institucional
de Bolsa de Iniciagdo a Docéncia (Pibid) da Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de
nivel Superior (Capes) na Universidade Estadual do Oeste do Parand para o desenvolvimento e
aprimoramento da formagao inicial dos discentes (futuros docentes) das licenciaturas ofertadas
na instituicdo mencionada anteriormente. A identificacdo teve respaldo na pesquisa intitulada
“Percepgoes dos bolsistas de Iniciagao a docéncia e supervisores no ambito do PIBID /Unioeste”,

realizada no ano de 2016 pela equipe de coordenagao de gestao do referido projeto.

O Pibid é um programa de pesquisa e extensdo que tem por objetivo aperfeicoar e
valorizar a formacao de professores para a educacao béasica. O programa atende académicos

de licenciatura e também oferece uma oportunidade de formacao continuada aos professores
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supervisores e orientadores. Proporciona bolsas aos licenciados participantes do projeto, e faz

parceria com escolas de educacao basica da rede publica de ensino.

Segundo Guimaraes (2013, p.2-3), o Pibid tem como objetivos:

[..] inserir os licenciandos no cotidiano de escolas da rede piiblica de educagio,
proporcionando-lhes oportunidades de criagao e participacdo em experiéncias
metodoldgicas, tecnoldgicas e praticas docentes de cardter inovador e interdis-
ciplinar que busquem a superacao de problemas identificados no processo de
ensino aprendizagem; contribuir para a articulagao entre teoria e pratica ne-
cessdrias a formagcao dos docentes, elevando a qualidade das agdes académicas
nos cursos de licenciatura; contribuir para que os estudantes de licenciatura se
insiram na cultura escolar do magistério, por meio da apropriacao e da reflexao
sobre instrumentos, saberes e peculiaridades do trabalho docente.

Assim, o projeto pode promover a insercao dos estudantes nas escolas publicas desde
o inicio da sua formacao académica para que possam desenvolver atividades com técnicas e
métodos de ensino sob orientacao de um docente da licenciatura e de um professor supervisor

da escola.

Desse modo, a formacao docente nao estd interligada somente com a universidade, mas
também com professores que jé atuam no exercicio da docéncia sendo que, por meio deles e das
problematicas nas quais sao por eles propostas, os bolsistas podem refletir e adquirir experiéncia

como futuros professores.

E evidente que a Universidade tem um papel importante a desempenhar na
formacao de professores. Por razoes de prestigio, de sustentagao cientifica, de
producgao cultural. Mas a bagagem essencial de um professor adquire-se na
escola, através da experiéncia e da reflexao sobre a experiéncia. Esta reflexao
nao surge do nada, por uma espécie de geracao espontanea. Tem regras e
métodos proprios. (NOVOA, 2003, p.5).

O enfoque do programa viabiliza o didlogo e a interacao entre licenciando, supervisores e
coordenadores, os quais geram uma formacao reciproca e continua, ou seja, representando uma
via de mao dupla; tanto a escola quanto a universidade aprendem e ensinam ao mesmo tempo.
Segundo Canan e Corsetti (2016), o programa - além de proporcionar uma experiéncia tnica -

também relaciona uma ponte entre a teoria e a pratica, ainda na formacao inicial do docente.

O objetivo central deste trabalho é relatar como o PIBID esta sendo importante para
a formacao inicial docente do ainda académico, o qual ora é aluno, ora professor, tendo este
a possibilidade de estar em contato com a universidade e com as escolas de educacao bésica,
fazendo correlagoes, estudos, reflexdes e procurando intermediar a relagao entre teoria e pratica

desde a sua formagao.

2 Dados da pesquisa

O Pibid/Unioeste contempla um total de 20 subprojetos, sendo eles: Biologia, Ciéncias

Sociais, Educagao Fisica, Enfermagem, Filosofia, Geografia (Marechal Céandido Rondon e
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Francisco Beltrao), Histéria, Letras/Portugués (Cascavel e Marechal Candido Rondon), Le-
tras/Espanhol, Letras/Inglés (Cascavel, Foz do Iguagu e Marechal Candido Rondon), Ma-
temética (Cascavel e Foz do Iguacu), Pedagogia (Cascavel, Foz do Iguagu e Francisco Beltrao)
e Quimica divididos entre os cinco campi. Totalizando 321 bolsistas de iniciacdo a docéncia
(bolsista ID) no ano de 2016.

A pesquisa que analisamos foi realizada de forma online por meio de um link do Google
formularios, enviado a todos os bolsistas Iniciacao & Docéncia, ID e supervisores atuantes no
segundo semestre de 2016, com o objetivo de conhecer o perfil pedagdgico dos bolsistas do Pibid
e do professor supervisor. A pesquisa realizada visava tornar explicita a percepcao acerca do
Programa e a forma pela qual tem sido desenvolvido, na perspectiva de tais autores, também
intencionava discutir melhorias para o Programa, investigando a percepcao das necessidades e

deficiéncias na formagao académica.

Nesta pesquisa, 76% dos que receberam o link do formuldrio responderam o questionério,
totalizando 244 bolsistas ID. O questionario era constituido por perguntas referentes ao perfil do
futuro docente, a relevancia do Pibid quanto a sua formagao e os principais objetivos dos licen-
ciados em relacao ao programa, buscando identificar os fatores mais relevantes na contribuicao

que o Pibid traz para a formacao dos docentes.

Conforme o grafico abaixo, verificamos que a maior quantidade de discentes esta alocada

na faixa etaria de 17 a 22 anos, totalizando uma porcentagem de 73,8% dos bolsistas ID.

@ Sim, esta fornecendo uma formagdo
completa.

@ 5Sim, mas esta deixando lacunas.
MN&o, 0 curso pouco esta contribuindo
para a atuacdo na escola.

@ Cutros

Figura 1: Faixa etdria dos bolsistas 1D

Fonte: dados da pesquisa

Visto a quantia significativa de discentes dessa faixa etaria (17 a 22), percebe-se que os
alunos nos seus primeiros anos no curso de graduacgao ja entram em contato com o exercicio de
sua futura profissao docente. Permitindo-lhes uma experiéncia maior antes mesmo de efetuar o

estagio obrigatdrio supervisionado.

A primeira questao relevante a pesquisa foi sobre a percepgao do curso de graduacao
em relacao a oferta de formacao para a atuacao na escola, o qual vemos no grafico de setor a
seguir, que 48,8% dos alunos responderam que a formacao realizada no curso est4 defasada, nao
contemplado todos os subsidios para atuagao em sala de aula como docente, sendo que o estagio

pode ser o unico contato do discente com a docéncia antemao a sua formacao, sabido que
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Esta atividade propicia ao aluno experiéncias profissionais preparando-o para
o mercado de trabalho, entretanto, na maioria dos casos, este é o primeiro e
tnico contato que o aluno tem com o seu campo de atuacao antes da conclusao
de seu curso, por meio de uma carga horaria relativamente baixa, previamente
estabelecida pelas IES. (CORNELO, 2015, p.4).

@ 17-18anos
® 19-20anos
21-22 anos
® 23-24anos
@ 25-26anos
@ 27 -28 anos
® 29-30anos
® 31-40anos

1Y

Figura 2: Formacao académica

Fonte: dados da pesquisa

Em relagao aos dados coletados da pesquisa referente ao motivo da entrada dos alunos
no Pibid, 84,4% do publico alvo afirmam que a intengdo é conhecer o ambiente escolar e/ou
aperfeicoar a sua formacao académica, ou seja, o Pibid oportuniza o contato com o ambiente
e a realidade escolar, de forma que possam interagir e vivenciar praticas docentes. O restante
dividiu-se entre interesses financeiros, atuagoes em pesquisa e a realizacao de horas complemen-

tares.

Quando questionados sobre o objetivo do Pibid, os académicos poderiam escolher mais
que uma alternativa que em sua concepc¢ao sana-se este item. Na andlise dos dados, tem-se
que aproximadamente 60% mencionaram que o objetivo principal do Pibid é a melhoria da
formacao de professores, outros 47% sinalizaram que o objetivo é a iniciacao & docéncia pela
insercao no campo profissional, foram indicados também como objetivo a troca de experiéncias
entre professores em formagao inicial e continuada e entre escola e universidade item o qual foi

respondido por aproximadamente 10% das pessoas.

Do ponto de vista dos alunos, a participacao no Pibid proporcionou facilidades relaciona-
das ao planejar as atividades vinculadas ao exercicio da docéncia, aprendé-las e a questiona-las.

Com o incentivo do programa, os alunos se comprometeram a ensinar e aprender.
Segundo Freire (2011, p.23):

Nao hé docéncia sem discéncia, as duas se explicam e seus sujeitos, apesar das
diferencas que os conotam, nao se reduzem & condigao de objeto um do outro.

(FREIRE, 2011, p.23)
De acordo com isso e com a pesquisa, foi apontado que os alunos ingressados no projeto
tiveram evolucao na escrita e fala, no quesito autonomia prépria e nas interagoes pessoais. O
Pibid tem uma parcela de responsabilidade para o amadurecimento do discente (futuro docente),

pelo seu carater incentivador.
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Ainda, os discentes ingressados no Pibid, conseguem ter uma visualiza¢dao mais amadure-
cida sobre a educacgao, mesmo sem ainda exercé-la efetivamente. Sao expostos a novas vivéncias

e ao acumulo de experiéncias, quando estao desenvolvendo as atividades do programa.

3 Consideracoes finais

Conforme o apresentado, tem-se que o Pibid auxilia de forma expressiva e positiva no
processo de formacao docente, pois como analisado por meio dos dados do questionério, o pro-
jeto possibilita ao bolsista conhecer e participar de atividades relacionadas ao ambito escolar,
vivenciando o planejamento e a pratica docente o que é fundamental no processo de construgao
da sua identidade profissional, além de propiciar uma visao realista da docéncia, dos desafios

impostos pela profissao.

Nesse contexto o Pibid contribui para a formagao de docentes cientes do contexto escolar
que atuarao, profissionais com postura investigativa e reflexiva acerca da prépria pratica docente

com olhar critico e diferenciado com relacao aos diversos temas relacionados a educagao.

O Pibid assim, tem um papel incentivador e influenciador na formacao de futuros do-
centes. Podendo ser considerado como um diferencial, apesar dos resultados ainda serem super-
ficiais. Tem um importante papel na sociedade, ofertando qualidade na educagao. Assim como
diz Paulo Freire (2002, p.67), “se a educag@o sozinha nao pode transformar a sociedade, sequer

sem a educacao a sociedade muda.”
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Resumo: Este texto tem como finalidade relatar o experimento que foi feito
com alunos do primeiro ano do Ensino Médio de uma escola de rede publica
de ensino, parceira do Subprojeto PIBID Matemaética, onde foi utilizado bolas
de gude, tubos de ensaios e outros itens. Foram resgatados conhecimentos
prévios relevantes a aprendizagem de Fungao Afim. Essa é uma atividade que
se enquadra em um dos casos de Modelagem Matematica, especificados por
Barbosa (2001), buscando promover aprendizagem significativa dos alunos,
baseados em Ausubel (1990).

Palavras-chave: Fungoes; Modelagem Matematica; Aprendizagem Signifi-
cativa.

1 Introducao

O tema dessa pesquisa esta concentrado no resultado da experiéncia vivida pelos autores
em uma atividade desenvolvida como parte do Programa Institucional de Bolsa de Iniciagao a
Docéncia - PIBID, Subprojeto Matematica, Campus Cascavel, com ajuda de uma professora
vinculada ao Curso de Matematica, colaboradora do Subprojeto. Esta atividade foi aplicada no
Colégio Estadual Marechal Humberto de Alencar Castelo Branco na cidade de Cascavel, Parana,

sob a orientagao do professor supervisor do mesmo subprojeto.

Tendo em vista que o contetdo trabalhado em sala pelo professor supervisor era funcao

do primeiro grau e como apresentado no PCN, como apresentado:

1Bolsista de Iniciacdo & Docéncia do Subprojeto de Matemética, do campus de Cascavel.
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O estudo das funcoes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relagao entre grandezas
e modelar situagoes-problema, construindo modelos descritivos de fenémenos
e permitindo vérias conexoes dentro e fora da propria matemaética. Assim, a
énfase do estudo das diferentes fungoes deve estar no conceito de fungao e em
suas propriedades em relacao as operagoes, na interpretacao de seus graficos e
nas aplicagoes dessas fungoes. (BRASIL, 2006, p.121).
Com o intuito de levar os alunos a se relacionar com as grandezas e modelar situagoes-
problemas, surgiu a possibilidade de ministrar uma atividade que fosse diferenciada, diversifi-
cando os materiais utilizados, propondo o ensino de funcao por meio de materiais manipulaveis

Uteis para o entendimento da situacao proposta.

Como descrito por Lorenzato (2006), mais importante do que dispor de um bom material
é saber utilizd-lo corretamente para promover uma aprendizagem significativa que vai ao encontro
com o que dizem Rodrigues e Gazire (2012), que estes objetos constituem uma ferramenta capaz
de tornar as aulas de matematica mais dinamicas e compreensiveis, pois, permitem a visualizacao

de uma relacao entre a teoria matematica e a aplicabilidade.

Segundo Matos e Serrazina (1996), o aprendizado nao surge apenas manipulando os
objetos, pois os conceitos nao estao no material ou na manipulacao dele, assim, para que se
tenha uma aprendizagem dos conteidos é necessaria uma atividade mental por parte do aluno,
a qual pode ser orientada pelo professor e rodeada de reflexoes sobre a acao que se esta realizando,

permitindo ao aluno o reconhecimento das relagoes.

2 Aprendizagem Significativa

Ao tratar-se sobre a aprendizagem, nossas reflexdes basearam-se em David Ausubel (AU-
SUBEL et al, 1990), comentado por Moreira (2011) que relata:

Aprendizagem Significativa é aquela em que ideias expressas simbolicamente
interagem de maneira substantiva e nao-arbitraria com aquilo que o aprendiz
ja sabe. Substantiva quer dizer nao-literal, nao ao pé da letra, e nao-arbitraria
significa que a interagao nao é com qualquer ideia prévia, mas sim com algum
conhecimento especificamente relevante ja existente na estrutura cognitiva do

sujeito que aprende (MOREIRA, 2011, p. 13).
Aos conhecimentos relevantes & aprendizagem do novo conceito Ausubel os nomeou de

subsuncores. Estes subsuncores estao presentes na estrutura cognitiva do aluno e sao eles que

permitem atribuir significado ao novo conceito que lhe é apresentado.

Os conhecimentos prévios podem possuir diferentes niveis de estabilidade cognitiva, ou
seja, quando utilizados como subsuncores para interagdo com conhecimentos novos, além de
atribuir significado ao conceito novo eles estardao sendo fortalecidos na estrutura cognitiva do
educando maneira ressaltada que:

“A aprendizagem significativa se caracteriza pela interacao entre conhecimen-
tos prévios e conhecimentos novos, e que essa interagao é nao-literal e nao-
arbitraria. Nesse processo os novos conhecimentos adquirem significado para

o sujeito e os conhecimentos prévios novos significados ou maior estabilidade
cognitiva” (MOREIRA 2011, p. 14).
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Para promover a aprendizagem é preciso ter clareza de quais conhecimentos prévios sao
relevantes a aprendizagem do novo conceito, os subsungores, no qual o conceito de funcao tem
como conhecimentos prévios relevantes, descritos pelo PCN (2006), o estudo dos nimeros reais
e de conjuntos e suas operacoes, para posteriormente definir relagoes e a partir dai identificar as

fungbes como particulares relagoes.

Podemos inferir outros conceitos, como a substituicdo de valor a variavel, resolucao de
expressoes algébricas e aritméticas, entre outros. Cujo resgate no momento da atividade proposta
sao relevantes para que o aluno possa relacionar o novo conceito com o que ja existe em sua

estrutura cognitiva.

3 Modelagem Matematica

Sao varios argumentos que justificam a pratica da metodologia de Modelagem Ma-
temética (MM), para abordar conceitos do curriculo escolar. Um dos adeptos a isso foi Blum
(1995), que cita cinco pontos importantes ao trabalho com esta metodologia: 1) envolver os alu-
nos em questoes contextualizadas, o que provoca maior interesse dos mesmos; 2) facilidade na
compreensao das ideias matemaéticas; 3) adquirir capacidade para aplicar conceitos mateméaticos
em situagoes do cotidiano; 4) desenvolver habilidades na drea da investigagao; 5) possibilitar a

andlise da matema&tica como pratica social.

A MM esta relacionada com investigar e problematizar sempre em atividades de re-
levancia real, no contexto social, em situagoes vivenciadas pelo aluno. Para Barbosa “[...] é um
ambiente de aprendizagem no qual os alunos sao convidados a indagar e/ou investigar, por meio

da matemadtica, situagoes oriundas de outras areas da realidade” (BARBOSA, 2001, p. 6).

Ainda segundo o autor, essa metodologia pode ser classificada em trés casos, pois existem

diferentes experiéncias na Modelagem nas quais variam o papel do professor e do aluno:

“No caso 1, o professor apresenta um problema, devidamente relatado, com
dados qualitativos e quantitativos, cabendo aos alunos a investigagdo. [...]
Nesse caso, os alunos nao precisam sair da sala de aula para coletar novos dados
e a atividade nao é muito extensa. Porém, eles, acompanhados pelo professor,
teriam a tarefa de resolver o problema. Ja no caso 2, os alunos deparam-se
apenas com o problema para investigar, mas tém que sair da sala de aula para
coletar dados. Ao professor, cabe apenas a tarefa de formular o problema
inicial. Nesse caso, os alunos sao mais responsabilizados pela condugao das
tarefas. [...] Aqui, os alunos nao teriam muitas informagoes para desenvolver a
tarefa, teriam que buscar fora da sala de aula. E, por fim, no caso 3, trata-se
de projetos desenvolvidos a partir de temas 'nao-matematicos’, que podem ser
escolhidos pelo professor ou pelos alunos. [...] A partir daf, eles precisariam
levantar informacoes, formular problemas e resolvé-los. No caso 3, o professor
pode propor um tema para a turma, ou pedir que ela prépria escolha ou ainda
pode convidar que os alunos, por grupos, para decidirem que assunto querem
investigar.” (BARBOSA, 2003, p. 10 e 11).

Em consonancia com as perspectivas da Educagao Matematica, de atencao voltada ao en-
sino e a aprendizagem, ciente da importancia de outras areas que se preocupam com a educacao,

com um docente reflexivo e em continua formagao, essa metodologia nao enfatiza apostilas, li-
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vros didaticos respeitados conforme a sequéncia em que os conceitos sao apresentados. Expoe a

subjetividade do conhecimento, permitindo a criatividade e a liberdade ao fazer pedagdgico.

Na visao de Burak a Modelagem permite “[...] conduzir a novas préticas mais libertadoras
e mais amplas” (BURAK, 2010, p.17).

O uso dessa metodologia pode surgir de duas premissas: o interesse dos alunos e a coleta
dos dados resultante das investigagbes realizadas pelos envolvidos. Burak (2010) sugere como

etapas para a aplicacao dessa metodologia em sala de aula:

1) Escolha do tema. (De acordo com o interesse dos alunos);
2) Pesquisa exploratéria. (Questionamentos vindos da curiosidade do aluno);

3) Levantamento do problema. (Com os dados pesquisados, formulacdo de um problema ou

situacao-problema);

4) Resolugao do problema. (Podendo ser utilizado os procedimentos especificos dessa meto-
dologia); 5) Anélise critica das solugoes. (Os fins ndo possuem tanta importancia, mas os

pensamentos e procedimentos que levaram a uma determinada solugao).

4 A Atividade

A atividade do experimento foi baseada na metodologia de Modelagem Matematica, a
qual Burak (1992, p. 62), disse que: “constitui-se em um conjunto de procedimentos cujo obje-
tivo é estabelecer um paralelo para tentar explicar, matematicamente, os fendmenos presentes

no cotidiano do ser humano [...]”.

Assim, essa aula foi elaborada de acordo com o “Caso 17 de Modelagem Matemaética
definido por Barbosa no qual, “[...] o professor apresenta um problema, devidamente relatado,

com dados qualitativos e quantitativos, cabendo aos alunos a investigacao” (2003, p.10).

A atividade foi apresentada por meio de experimento, nele os alunos deveriam fazer as
manipulagoes com os objetos que compunham o experimento para encontrar os dados. Para
realizagao desta atividade, foram utilizadas provetas, bolinhas de gude, 4gua e uma tabela para

anotar os dados obtidos a partir do experimento.

Inicialmente, a sala foi dividida em grupos de trés pessoas, cada grupo recebeu uma
proveta, 8 bolinhas de gude e 50 mL de dgua, que deviam ser colocados na proveta conforme a
orientacao. Na tabela os alunos deveriam marcar o volume inicial de d4gua, e em seguida colocar
uma bolinha de gude dentro da proveta e anotar qual o novo volume obtido, assim, deveriam
proceder da mesma maneira com as oito bolinhas. Com isso seria possivel encontrar alguns

dados e a partir da tabela, analisa-los.

O intuito era que, os alunos percebessem a existéncia de uma relagdo entre os dados
obtidos e modelassem a funcao que os representasse. Foi possivel perceber a dificuldades dos

alunos em encontrar a relacao, assim para que conseguissem chegar ao resultado esperado o
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encaminhamento da atividade se deu por meio de perguntas para leva-los a construir o conhe-

cimento.

Por fim, essa atividade trouxe aos alunos uma visao ampliada do conteiddo de fungao e
suas aplicacoes, potencializadas pelo envolvimento e engajamento deles na resolucao da ativi-
dade.

5 Algumas Consideracgoes

A partir do que foi exposto, percebemos com a aplicacdo dessa atividade grande mo-
tivacao para realizacao do experimento, demonstraram curiosidade e interesse em descobrir as
respostas. Além disso, os alunos superaram rapidamente as dificuldades iniciais em encontrar
os dados e completar a tabela, demoraram mais para vencer as dificuldades em estabelecer as
relagoes que o experimento mostrava, consequentemente apresentaram dificuldades em genera-

lizar essas relagoes.

Com auxilio dos pibidianos e do professor supervisor, por meio de questionamentos, foi
possivel a eles definirem a equagao que relacionava para cada caso e depois a funcao. Esta
experiéncia foi proveitosa, pois percebeu-se que os alunos estavam entusiasmados por utilizar

material manipulavel na aula e construir o conhecimento a partir dela.

Dessa maneira a atividade proporcionou ainda a nds autores, uma experiéncia gratifi-
cante, que nos oportunizou trabalhar com os materiais manipuldveis e com uma metodologia
de ensino diferente da tradicional, que é a Modelagem Matemadtica. Pretendemos utilizar a

metodologia para outras atividades de intervencao em sala futuramente.
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Resumo: O método de agrupamento de dados baseado em formigas teve ins-
piragao em colonias de formigas reais. Ainda precisa de muita investigagao
para se tornar uma boa ferramenta, mas conta com a vantagem do usuario
nao precisar informar o numero de grupos. Uma desvantagem estd na di-
ficuldade de configurar os parametros do algoritmo. O objetivo deste tra-
balho foi melhorar a eficicia do algoritmo por meio de uma estratégia para
configuracao de um destes parametros. Usando bases de dados publicas e
analisando a matriz de dissimilaridade foi definida uma estratégia para esco-
lha do parametro que escala a dissimilaridade, sendo este o parametro mais
dificil de calibragao. Constatou-se a validade da estratégia proposta pois os
resultados se aproximaram aos de outros autores. Assim, quando o usuério
utilizar uma nova base de dados, poderd usar tal estratégia para definir o
parametro.

Palavras-chave: Mineracao de Dados; Meta-heuristica.

1 Introducao

Com o avango da tecnologia tornam-se mais acessiveis a coleta e o armazenamento de
dados nas organizagoes, que reunem grande quantidade dos mesmos. Por vezes, as técnicas
existentes nao sao suficientes para transformar os dados em conhecimento, sendo necessaria a
utilizacao ou criagdo de novas ferramentas. Neste sentido, surge entao a area de Mineracao
de Dados ou ”Data Mining - DM” (HAN, KAMBER e PEI, 2012). A mineragao de dados é
uma das etapas do processo de Descoberta de Conhecimento em Base de Dados ou ”Knowledge
Discovery in Databases - KDD”, que segundo Fayyad et al.(1996) é um processo nao trivial para
a descoberta de padroes, com a vantagem de nao precisar de conhecimento prévio para extrair

conhecimento.

O objetivo do KDD é extrair conhecimento 1til de informagoes nos dados, que nao estao

explicitos. O processo é composto de cinco etapas: selecao de dados, onde sao seletos os dados

1O autor agradece o apoio financeiro oferecido pela Fundacio Araucéria por meio de bolsa de iniciacio cientifica.
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de interesse; pré-processamento, onde dados inconsistentes sao excluidos e as informagoes sao
ajustadas para melhorar a andlise na etapa de mineragao; formatagdo, na qual as varidveis sao
modificadas para se adaptar ao algoritmo; mineracao de dados, na qual sdo extraidos padroes
pelo algoritmo, sendo necessaria a determinagao da tarefa e do método a ser utilizado; avaliacao,
que visa legitimar o conhecimento resultante do processo e analisar a eficiéncia do método
(FAYYAD et al., 1996). A Figura 1 ilustra o processo.
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Figura 1: Etapas do processo de KDD (FAYYAD et al., 1996).

A tarefa de Mineragao de dados a ser aplicada é o agrupamento de dados, que consiste
em separar os dados em grupos, de modo que dados similares figuem no mesmo grupo e dados
dissimilares fiquem em grupos diferentes. O método de agrupamento aqui utilizado é o agrupa-
mento de dados baseado em formigas, que tem a vantagem de nao precisar informar previamente
o numero de grupos existentes na base de dados, nem sempre conhecido. Porém, ha a desvan-
tagem de ter parametros que sao dificeis de determinar, sendo que um bom ajuste destes é de

extrema importancia para garantir bons resultados.

Neste trabalho estudou-se a configuracao e a calibracao dos parametros do algoritmo,
verificando se existe alguma relagao destes com os dados que possa ser utilizada para estima-
los, melhorando assim os resultados do algoritmo. O objetivo desse trabalho foi melhorar a
eficicia do algoritmo de agrupamento de dados baseado em formigas por meio de alternativas

para melhorar o ajuste de um de seus parametros.

2 Agrupamento de dados baseado em Formigas

As formigas sao bastante conhecidas pelo trabalho em grupo. Um exemplo é o cemitério

formado pelas formigas da espécie Pheidole pallidula. Quando formigas operarias morrem, as
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outras carregam os corpos para fora do formigueiro e descarregam probabilisticamente, de acordo

com a quantidade de corpos que ja estao no local, formando um monte (HARTMANN, 2005).

No agrupamento baseado em formigas proposto por Deneubourg et al. (1991), as formi-
gas eram como agentes que se moviam em uma grade quadrada. Nessa grade haviam padroes
que podiam ser carregados. A funcao dos agentes era carregar os padroes e descarrega-los de
acordo com a similaridade, em que a probabilidade de padrées serem descarregados era maior

perto de padroes similares, e menor caso os padroes fossem distintos.

2.1 Ajuste do parametro limitante de dissimilaridade

O parametro limitante de dissimilariade é fundamental para o funcionamento do algo-
ritmo, porém sua escolha nao é algo trivial. Este parametro limita a dissimilaridade na funcao
de vizinhanca (Equacao 1), sendo que, se for muito pequeno, nao haverd formacao de grupos e

se for muito grande, os grupos se misturam.

o ;2%[1—6%"7)},56 vtj(1—d(2j))>o "

0 , caso contrario.

onde 02 é o tamanho da vizinhanca da célula que o agente estd (o agente se localiza no

centro desta vizinhanca e a percebe segundo o raio de percepcao r = "T_l), a mede a distingao
entre as distancias dos padroes (limitante de dissimilaridade), L é a vizinhanga e d(i, j) é a

funcao de dissimilaridade entre os padroes i e j.

A restri¢ao na Equagao 1 foi proposta por Handl, Knowles e Dorigo (2006) para pena-
lizar dissimilaridades elevadas. Os autores propuseram o seguinte esquema para seu ajuste do

parametro limitante de dissimilariade:

e Cada agente possui um valor distinto para o em um intervalo (0,1],

e Apbés cada iteracao efetiva (Nefetino), O agente terd seu parametro corrigido, e serdo con-

tabilizadas o nimero de falhas (Nfainas)-

Nfalha.s

efetivos

o parametro individual do agente é ajustado pela Equagao 2:

e A taxa de falhas ¢é calculada por (7 fqihas) = com N fetivos fixados em 100. Entao,

0,01 > 0,99
o {a + S€T falhas (2)

a—0,01serfunas < 0,99

No entanto, Wang, Tu e Huang (2012) afirmam que esse cdlculo na restrigao pode nao
ser adequado em regides com ruidos. Por exemplo, se na vizinhanca de um padrao 4 tiver cinco
itens similares a ele e dois padroes dissimilares, como na Figura 2, a funcao f*(i) (Equagao 1)

retorna 0 e o padrao nao é descarregado. Assim, os autores propuseram contabilizar o niimero
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de itens similares (snum) e o nimero de itens dissimilares (dnum), sendo que se (1 — @) > 0,

os padroes i e j sao similares. Se snum > dnum, o padrao serd descarregado no local.

1/_\ EO 7
ECJ L{:‘r ﬁo
3 4 5
OO A

Figura 2: Possivel situagao de vizinhanga em torno do item i (WANG, TU e HUANG, 2012)

No exemplo (Figura 2), os padroes 2, 3, 4, 6 e 8 sdo similares (snum = 5) e os padroes 1

e 5 sao dissimilares (dnum = 2). Como snum > dnum, o padrao serd descarregado no local.

3 Metodologia

Neste trabalho foi utilizado o método de agrupamento de dados baseado em formigas
implementado na ferramenta YADMT (Yet Another Data Mining Tool), que estd sendo desen-
volvida na Universidade Estadual do Oeste do Parand - UNIOESTE, pelo Grupo de Pesquisa
em Inteligéncia Aplicada (GIA).

O algoritmo inicia a tarefa de agrupamento dos dados utilizando os parametros raio de
vizinhanga e limitante de dissimilaridade inicial. Nessa fase inicial os valores desses parametros

aumentam até atingir o valor maximo e, na fase final, decrescem até o valor de controle.

As probabilidades de carregar e descarregar padroes sao dadas pelas Equagoes 3 e 4,

respectivamente, propostas por Deneuborg et al. (1991).

£\
Py = | —22 4
drop <k5d n f(Z) ( )
onde k;, e kq sdo constantes reais, e f(i) é a estimativa da fracao de padroes semelhantes

ao padrao i. No caso, foi utilizada a fungao f*(i), proposta por Handl, Knowles e Dorigo (2006),

descrita pela Equacao 1.

Foi utilizada a distancia Euclidiana para medir a dissimilaridade entre objetos, dada pela

Equacao 5.



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 2 1 5

O método utilizado para recuperacao de grupos foi o Método de Ward, que define o
namero de grupos pela soma do quadrado do erro, garantindo menor perda da informacao, ou
seja, menor soma do quadrado do erro entre padroes e o centroide das particdes em que cada

um deles esta contido.

O parametro raio de percepgao da vizinhanga pelo agente (r) inicia em 7¢, que é o valor
minimo para r na primeira fase do algoritmo, e é ajustado pelos parametros Vizinhanca méxima,
valor maximo que r ird atingir, e Controle de vizinhanga, valor minimo para r na segunda fase

do algoritmo.

O parametro limitante de dissimilaridade («) inicia em ag, que é o valor minimo para «
na primeira fase do algoritmo, e é ajustado pelos parametros semelhanca maxima e controle de

semelhanca.

O parametro Fase diz a porcentagem de iteragdes em que 7 e « irdo aumentar até atingir
o valor maximo (denominada primeira fase). Na segunda fase do algoritmo o valor méximo ira
diminuir até atingir o valor de controle. Para o ajuste de r é usada uma progressao geométrica

e para o ajuste de o, uma progressao aritmética.

Nos experimentos que foram realizados com o objetivo de melhorar o ajuste do parametro
do algoritmo para cada base de dados, foram utilizadas as bases de dados publicas IRIS, ZOO,
WINE e PIMA Indians Diabetes, disponiveis em http://mlearn.ics.uci.edu/databases. Por haver
grande mudanca nos resultados, o algoritmo foi aplicado dez vezes para cada configuracao,

fazendo-se a média e o desvio padrao das medidas de avaliacao.

O parametro escolhido para estudo foi o limitante de dissimilaridade (a), sendo este
estimado a partir da matriz de dissimilaridade, que mostra as distancias entre os padroes, nor-
malizadas no intervalo [0, 1]. Além disso, foi observada a restri¢ao proposta por Handl, Knowles

e Dorigo (2006) descrita na Equacao 1.

Para cada base de dados « possui um valor diferente, estimado pela porcentagem de
distancias entre padroes maiores que um limite (candidato a «), sendo este contido no intervalo
de [0,1;0,9], considerando variagdo de 0,01. O valor de « foi escolhido como o valor que me-
lhor diferenciava os dados, com cerca de 50% das distancias entre padroes maiores que ele. O
parametro 4, foi definido num intervalo de valores tal que os limites inferior e superior tem
porcentagens de distancias entre padroes maiores do que eles em aproximados 60% e 80% (por
exemplo, no caso da IRIS os limites inferior e superior foram 0,46 e 0,6, respectivamente). Na
fase final, o valor diminui até o controle «, escolhido num intervalo tal que os limites inferior e
superior das porcentagens de distancias entre padroes maiores do que ele eram de 20% e 30%
aproximadamente (no caso da IRIS, os limites inferior e superior foram 0,14 e 0,19, respectiva-

mente). A Figura 3 ilustra esta descricao.
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Figura 3: Defini¢ao do parametro «

O parametro r foi definido empiricamente, experimentando valores da literatura e tes-
tando se esse valor deveria decrescer na fase final do algoritmo. O parametro « foi escolhido
em um intervalo de valores, definido empiricamente com testes, segundo a estratégia definida

acima.

4 Resultados e discussao

No Quadro 1 sdo apresentadas as configuracoes utilizadas em cada base de dados e no
Quadro 2 apresenta-se a comparacao dos resultados obtidos pelo ACAM proposto por Boryczka
(2009) com os resultados obtidos na implementacao da ferramenta YADMT, com a configuragao

padrao e utilizando da estratégia proposta.

Parametros Iris | Wine | Pima | Zoo
Funcao vizinhanga (r9) 1 1 1 1
Vizinhanga maxima (7,4:) 4 1 3 1
Vizinhanca minima (7,4,) 1 1 1 1
Controle de vizinhanca (Tcontrole) 2 1 2 1
Fungao semelhanca (ag ) 0.3 | 0.55 0.3 | 0.66
Semelhanca maxima (gz) 0.47 | 0.58 0.5 0.78
Semelhanca minima (@, ) 0.3 0.55 0.3 0.66
Controle de semelhanca (acontrore) | 0.19 | 0.32 0.27 | 0.38

Quadro 1: Melhor configuracao para cada base de dados

Utilizando o algoritmo com a estratégia apresentada em comparagao com os resultados
apresentados por Boryczka (2009), se percebe que para a base de dados IRIS a diferenca foi
menor que 4% para as trés medidas de avaliacao, para a WINE a diferenca foi menor que 9%
para as medidas de avaliacao, para a ZOO a diferenca foi maior que 10% para duas das medidas
de avaliacdo e para a PIMA em apenas uma medida de avaliacao a diferenca foi maior que 10%

e em outra medida a diferenca foi menor que 1%.
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Bases Medidas de avaliacao ACAM | Algoritmo com | Configuracao
as estratégias padrao
propostas YADMT

IRIS R 0,819 0,790 (-3,54%) 0,581
F 0,810 0,785 (-3,09%) 0,489
Porcentagem de acerto (%) 81,3 78,3 (-3,73%) 45,2
WINE R 0,849 | 0,785 (-7,54% ) 0,555
F 0,868 0,799 (-7,95% ) 0,477
Porcentagem de acerto (%) 86,1 78,4 (-8,98% ) 46,2
700 R 0,880 | 0,830 (-6,64% ) 0,746
F 0,774 | 0,672 (-13,18% ) 0,493
Porcentagem de acerto (%) 76,7 56,6 (-26,16% ) 38,6
PIMA R 0,522 0,552 (5,75% ) 0,509
F 0,574 0,663 (15,51% ) 0,585
Porcentagem de acerto (%) 66,3 66,1 (-0,31% ) 55,5

Quadro 2: Comparacao dos resultados médios da aplicac¢ao do algoritmo com resultados dis-
poniveis em Boryczka (2009) e resultados apresentados pela YADMT utilizando-se a configuracao

padrao.

Comparando-se com os resultados utilizando a configuracao inicial (padrao) da YADMT,
os resultados sao bem melhores, mostrando que a estratégia foi eficiente e, portanto, pode ser

uma sugestao a iniciantes no uso do algoritmo.

5 Consideracoes finais

O objetivo do trabalho foi estudar o algoritmo realizando experiéncias para criar uma
estratégia a fim de estimar um parametro em busca de melhores resultados. Para isso, foram

usadas quatro bases de dados publicas para os experimentos.

O parametro que demonstrou maior dificuldade de calibragem foi o limitante de dissi-
milaridade a. Por ter grande dependéncia dos dados, definiram-se valores distintos para cada

parametro para cada base de dados.

A estratégia de usar a matriz de dissimilaridade foi védlida e 1til, pois é uma maneira
simples para configurar o parametro e mostrou bons resultados quando comparado a execugoes
que usam a configuracao padrao do algoritmo, tornando-se um bom ponto de partida para
trabalhar com bases de dados inéditas, diminuindo a quantidade de experimentos que serao

realizados para ajuste do parametro.

A contribuicdo deste trabalho foi a apresentagdo de uma estratégia para definir um

parametro importante do algoritmo.
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Resumo: A Teoria dos Grafos teve inicio com o matemético suico Leo-
nhard Euler (1707 - 1783) em 1736, por meio do problema das sete pontes de
Konigsberg. Grafos sao relevantes na resolucao de varios tipos de problemas,
dos relacionados ao cotidiano das pessoas até aqueles encontrados nos mais
diversos ramos das Ciéncias. Este trabalho tem como objetivo explorar os
principais conceitos e propriedades necessarios ao entendimento e resolugao
do problema das trés casas, que requer o emprego do Teorema de Euler, um
dos importantes resultados da Teoria dos grafos.

Palavras-chave: Grafos; Resolucao de Problemas; Teorema de Fuler.

1 Introducao

Este trabalho aborda a Teoria dos grafos que pode ser aplicada em distintas Areas
do conhecimento. As ideias bésicas de grafos foram introduzidas no século XVIII pelo famoso
matematico suico Leonhard Euler. Ele usou grafos para resolver o problema hoje conhecido como
7 As sete pontes de Konigsberg”. A cidade de Konigsberg, atual Kaliningrado, é cortada pelo
Rio Pregdlia, onde existem duas grandes ilhas que, juntas, formam um complexo que na época
continha sete pontes, conforme ilustrado pela Figura 1. O desafio era verificar a possibilidade
de entrar e sair da cidade atravessando apenas uma vez todas as sete pontes. Euler mostrou que

era impossivel empregando argumentos que sao essenciais a Teoria dos grafos.

AS 7 PONTES de KONIGSBERG

Figura 1: Esquema das pontes de Konigsberg.
Fonte: Adaptado de www.youtube.com/watch?v=ucMkruEYG9c.
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Até ha pouco tempo, a teoria dos grafos era apreciada mais como um entretenimento
matematico do que como uma teoria. Porém, com o grande avanco tecnolégico a Teoria dos
grafos passou a ser usada para resolver problemas em muitos campos. Problemas que muitas
vezes apresentam enunciados simples, porém solucoes complexas. Problemas com aplicacoes

importantes e variadas, tais como:

e Em um computador, por exemplo, podem ser armazenados varios dados em “arquivos”.
Este arquivo tem uma “estrutura de arvore”, isto é, uma estrutura que é um certo tipo de
grafo. O enigma é determinar qual o “caminho” mais breve para chegar a um dos dados

armazenado neste arquivo;

e Problemas de recolhimento de lixo de uma cidade, feito por um caminhao. Uma maneira
de economizar recursos publicos seria fazer o caminhao passar uma tinica vez por cada rua

e retornar ao ponto de partida, um problema bastante parecido com o das ”sete pontes”;

e Nas redes de comunicacoes, nas rotas de distribuicao de produtos ou servicos, como dutos
de gas ou agua, a distribuicdo de correio, nas redes de distribuicao de energia de uma
regiao qualquer do Brasil, entre outros, em que os grafos minimizam percursos de forma a

aperfeicoar as deslocacoes;
e A estrutura quimica de uma molécula pode ser representada por um grafo;

e Os movimentos de uma peca em um jogo de xadrez.

Como os exemplos citados anteriormente podemos perceber que grafos podem ser uti-
lizados de forma muito significante para resolver desde de problemas do nosso cotidiano, que
muitas vezes apresentam-se perante os nossos olhos e nés nem reparamos, até problemas de

grande interesse cientifico.

Pretende-se nesse trabalho fornecer uma introducao a teoria dos grafos, apresentando
definicoes, propriedades e os principais resultados necessarios para resolver o problema das
trés casas, incluindo o Teorema de Euler. O artigo serd dividido como segue: na Segao 2
apresentaremos defini¢oes, propriedades e resultados importantes a teoria dos grafos e na Secao
3, apresentaremos o problemas das trés casas bem como uma justificativa da insolubilidade do

mesimo.

2 Grafos

Defini¢ao 1. Um Grafo G(V, A) é uma estrutura matematica constituida pelos conjuntos V/,
finito e nao vazio, de elementos denominados vértices e A, constituido de pares nao ordenados

de elementos de V. Os elementos de A sdo denominados arestas.

Grafos sdo estruturas muito usadas para representar a existéncia ou nao de relacoes

entre elementos de um dado conjunto. Os vértices representam os elementos do conjunto e as
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relagoes entre esses elementos podem ser representadas por uma lista, dizendo quais vértices
estao relacionados. Podemos ainda apresentar uma grafo utilizando uma representagao. Desta
forma, o que nos interessa num grafo é saber quem sao os vértices e que pares de vértices estao

ou nao ligados. Veja o exemplo 2,

Exemplo 2. Uma rede de comunicacao tem cinco estagoes de transmissao. Existe transmissao
direta entre algumas estacoes. O grafo a seguir representa esta situagao, isto é, se existe aresta
entre dois vértices é porque as estacoes representadas por este vértices transmitem diretamente
uma para outra, caso contrario nao existe transmissao direta. Neste exemplo temos G = (V, A),
em que V = {F1,E2,E3,E4,E5} e A = {E1E2,F1E3,E1Ey, E1E5, E2F4, E3E4, EAES}.

Geometricamente,

El E2

E3

E4

Figura 2: Grafo das transmissoes diretas
Fonte: Elaborada pelos autores.

Definigao 3. O numero de arestas que incidem sobre um determinado vértice é chamado grau

do vértice.

Exemplo 4. No exemplo anterior os vértices £2, E3 e E5 possuem grau 2, e os vértices F1l e

FE4 possuem grau 4.

Definicao 5. Se todos os vértices de um grafo possuem grau p dizemos que o grafo é regular

de grau p

Definicao 6. Um ciclo é um grafo conexo regular de grau 2. Um caminho é um ciclo do qual

retiramos uma aresta. Uma arvore é um grafo conexo sem ciclos.

Exemplo 7. Os grafos da Figura 3 sao exemplos de ciclos, os grafos da Figura 4 sao exemplos

de caminhos e os grafos da Figura 5 sdo exemplos de arvores.

ore

Figura 3: Exemplos de ciclos.
Fonte: JURKIEWICZ (2009)
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Figura 4: Exemplos de caminhos

Fonte: JURKIEWICZ (2009)

Figura 5: Exemplos de arvores
Fonte: JURKIEWICZ (2009)

Definicao 8. Dizemos que um grafo é conexo se qualquer par de pontos é ligado por ao menos

um caminho.

Exemplo 9. Como exemplo de grafos conexos temos os dois primeiros grafos da Figura 6.

Enquanto o terceiro grafo da Figura 6 é um exemplo de grafo desconexo.

oy
.- d ’Cf

« e
Figura 6: Exemplos de grafos conexo e desconexo
Fonte: Adaptada de JURKIEWICZ (2009)

Definicao 10. Um grafo é planar quando admite uma representacao grafica em que as arestas
s6 se encontrem possivelmente nos vértices a que sao incidentes, ou seja, nao ha o cruzamento

de arestas.

Exemplo 11. Exemplos classicos de grafos planares sao dados pelos grafos que representados

por poliedros, veja a Figura 7 a seguir,
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Figura 7: Exemplos de grafos planares
Fonte: JURKIEWICZ (2009)

Definicao 12. Uma representagao grafica de um grafo com pelo menos um ciclo separa o plano
em regides, uma das regioes é ilimitada. No caso dos caminhos ou arvores, temos uma unica
regiao, ilimitada.

Exemplo 13. O grafo apresentado na Figura 8 possui 8 vértices, 12 arestas e separa o plano

em 6 regioes.

Figura 8: Exemplo de grafo planar
Fonte: Adaptada de JURKIEWICZ (2009)

Teorema 14. (Férmula de Euler) Seja G um grafo planar conexo com v vértices, a arestas

e que divide o plano em r regides. Entdov —a+r = 2.

Prova. Demonstraremos o teorema por inducao sobre o numero de arestas. Para facilitar a
notacao denotaremos por G,, um grafico com n arestas e de v, a, e r, o numeros de vértices,

arestas e regioes do grafo G,,.

e Se (G tiver apenas uma aresta, veja a Figura 9 a relacao é verdadeira, pois, v =2,a=1¢e

r=1.Logov—a+r=2—-1+1=2.

Figura 9: Representacao de G

Fonte: Elaborada pelo autor

e Suponhamos, por hipétese de inducao, a relagao verdadeira para um grafo com k arestas,

isto é, v, —ap + 1 = 2.
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e Devemos provar que a relagdo continua vélida para Gp1, isto é, devemos provar que
Vka1 — ax + 1+ 7, + 1 = 2. Vamos acrescentar uma aresta a Gy, para obter Gi1. Existem

duas situacoes a considerar:

— Situagao 1: Os dois vértices da nova aresta pertencem a Gj. KEsses dois vértices
devem estar na fronteira de uma regiao R, pois caso contrario nao seria possivel
acrescentar a aresta sem haver um cruzamento, e lembrem-se os grafos sao planares.
Deste modo, a adigao desta nova aresta divide R em duas regioes, veja a Figura 10 e
consequentemente vg41 = Vg, agr1 = ax + 1 € rpp1 = 1 + 1. Assim, vy — apy1 +
Thr1 = vk — (ag + 1) + (rg + 1) = vg — ag + . Como, por hipétese de indugao, temos

que v, — ag + ri = 2, concluimos que vg 1 — ag+1 + rEr1 = 2.

Figura 10: Representacao da Situagao 1
Fonte: www.dcc.ufmg.br

— Situagao 2: Um dos vértices da nova aresta nao estd em (Gj. Neste caso a nova
aresta nao gera novas regioes, veja a Figura 11 e consequentemente, vipy1 = v + 1,
a1 = ap + 1 e rpypy = g Assim, vpyp — a1 + i = (0 + 1) — (ap + 1) + 75 =
v — ag + 1 = 2.

Figura 11: Representacao da Situagao 2
Fonte: www.dcc.ufmg.br

3 O problema

O chamado problema das trés casas, é um problema matematico classico, que pode ser

enunciado da seguinte forma:

Suponha que haja trés casas em um plano e que cada uma precisa ser ligada a trés

empresas: uma de gas, uma de adgua e uma de eletricidade, veja a Figura 12. Se o uso da uma
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terceira dimensao nao é permitido, isto é, todas as ligacoes, fios e canos devem estar situados

em um mesmo plano, é possivel fazer essas ligacoes sem que as linhas se cruzem?

C1

Figura 12: Situagao representada geometricamente

Fonte: www.dcc.ufmg.br

Prova. O problema é verificar se o grafo de vértices C1, C2, C3, G, A e E e arestas GC1, GC2,
GC3,AC1, AC2, AC3, EC1, EC2 e EC3 é ou nao grafo planar.

Suponhamos que ele seja planar. Pela férmula de Euler, devemos ter v — a +r = 2,
em que v é o namero de vértices, a é o nimero de arestas e r é o nimero de regides do plano
limitadas pelas arestas. Assim, no caso estudado temos que r =2 — 6+ 9 = 5, isto é, se o grafo

em questao for plana ele tera 5 regioes.

Por outro lado, nenhuma das trés casas se ligara a outra e nenhuma das trés distribuidoras
( de 4gua, eletricidade ou gas) se ligard a outra distribuidora e portanto nao existem regioes

triangulares no grafo. Sendo assim o menor grau de uma regiao é 4.

Além disso, em um grafo planar conexo, cada aresta divide exatamente duas regides.
Assim, e grafos planares S,conexos, se somarmos os graus das regioes cada aresta serd contada
duas vezes e portanto a soma dos graus das regioes é igual a duas vezes o nimero de arestas,
Sy = 2a. Assim, no nosso problemas por um lado temos S; = 18, pois temos 9 arestas no grafo
e por outro lado S, > 20, pois temos 5 regioes de grau maior ou igual a 4. Portanto temos uma

contradicao, que surgiu do fato de supormos que o grafo em questao é planar.

Logo o grafo nao é planar, e concluimos que é impossivel fazer todas as ligagdes, com

todos os canos situados em um plano, sem que as linhas se cruzem. O

4 Conclusoes

O que apresentamos neste artigo é resultado de estudos iniciais do trabalho de iniciacao

cientifica que comecou a ser desenvolvido em junho do presente ano. Acreditamos que com o
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problema apresentado pudemos convencer o leitor de que a Teoria dos grafos é uma ferramenta
matematica muito 1til na resolucao de problemas, e de que embora, de um modo geral os
problemas abordados, apresentem enunciados de ficil compreensao, a matemadtica necessaria

para resolve-los geralmente requer conceitos mais elaborados.

Referéncias

CAVALCANTE, F.N.S.; SILVA da, S.D. Grafos e suas Aplicagoes. Trabalho de Conclusao de
Curso. Sao Paulo: Centro Universitario Adventista de Sao Paulo, 2009.

FOMIN, D.; GENKIN, S;ITENBERG, I. Circulos Matematicos: A Experiéncia Russa. Rio de
Janeiro: IMPA, 2012.

JURKIEWICZ, S. Grafos: Uma Introdugao. Rio de Janeiro: IMPA, 2009.

SOUZA de, R. F. Resolugao de problemas via teoria de grafos. Dissertagdo de Mestrado. Insti-
tuto de Ciéncias Matematicas e de Computacao. Sao Carlos: USP, 2014.



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 227

A igualdade para alunos do Ensino Fundamental

Soénia Cristina Maciel
Universidade Estadual do Oeste do Parand - Unioeste
scristina.maciel @gmail.com

Andréia Biittner Ciani
Universidade Estadual do Oeste do Parand - Unioeste
andbciani@gmail.com

Resumo: O presente artigo faz parte de um projeto de pesquisa em anda-
mento no curso de Especializacao no Ensino de Ciéncias e Matematica da
Unioeste. A pesquisa busca compreender as maneiras que um grupo de alu-

W

nos lida com o sinal de “=" e o significado por eles atribuido a este simbolo,
em um contexto de Matematica. Tal pesquisa esta sendo realizada com alu-
nos do 7° ano do Ensino Fundamental de uma escola estadual localizada no
municipio de Santa Tereza do Oeste.

Palavras-chave: Sinal de igual; igualdade; sentencas matematicas.
1 Introducao

Utilizamos sentengas para nos comunicar tanto na linguagem escrita quanto na linguagem
falada. A Matemaética também se vale de sentencas para efetivar a comunicagéao. No entanto,
a Matemadtica conta com uma gama de simbolos que sao utilizados no lugar de palavras. Um

[ 2

destes simbolos é o sinal de igual, representado por meio de duas retas paralelas, “=". Em

grande parte das sentencas matematicas este simbolo se faz presente.

“ ”

Uma sentenca de igualdade, necessariamente requer a utilizagdo do simbolo “=”, o
qual foi apresentado nesta forma pelo matematico Robert Record (1510-1558) e néao teve uma
aceitagdo imediata. Segundo este Matematico, duas retas paralelas foram escolhidas como
simbolo por néo haver duas outras mais parecidas do que duas retas paralelas. (CAJORI,
2007 apud COSME, 2010). Porém, até chegar a esta representacao a igualdade em Matematica
foi representada de diversas maneiras, sendo por muito tempo representada por palavras. Além
disso, o simbolo com duas retas paralelas ja foi utilizado com outros significados na Matematica.
Por exemplo,

Descartes usou o simbolo ‘=’ para designar mais ou menos, isto é, ‘+’. Johann
Caramuel o empregou para separar as partes inteira e decimal de numeros

racionais: para ele ‘102=857" significava 102 inteiros e 857 milésimos (hoje
expresso por 102,857). (COSME, 2010, p. 82).

Segundo Davis e Hersh (1981, p. 125 apud Saenz- Ludlow e Walgamuth, 1998, p. 154)

Construir significados matematicos a partir de simbolos é um processo cognitivo
complexo, o processo de interpretacao, “Interpretar um simbolo é associa-lo a
consciéncia humana”. As regras de calculo deveriam ser tao precisas como um
funcionamento de um computador; as regras para interpretacao nao podem ser
mais precisas do que a comunicacao de ideias entre os seres humanos’.
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De acordo com McNeil e Alibali (2005), a maneira que os alunos entendem a utilizagao

do sinal de igual justifica-se as experiéncias mateméticas que vivenciam no ensino bésico.

Ja Trivilin (2013) afirma que é na formagao de professores que precisa ser discutida a
dificuldade em compreender e utilizar situagoes matematicas que favorecam o desenvolvimento

dos diferentes significados do sinal de igualdade.

A maneira que os alunos lidam com sentengas matematicas que incluem o sinal de igual
vem se consolidando ao longo de sua caminhada escolar desde os anos iniciais do Ensino Fun-

damental.

Porém, de uma maneira geral, durante muitos anos, nas aulas de Matemadtica, no periodo
escolar 7° ano do Ensino Fundamental, aconteceu nas aulas de Matematica, o primeiro contato
“oficial” com a Algebra, apesar do pensamento algébrico ja ser introduzido anteriormente. Esta
experiéncia se inicia com o contelddo de equactes. Algumas pesquisas, como por exemplo, as de
Brito Lima (1996) e Lessa (1996), mostram diversas dificuldades na aprendizagem do conceito
de equacoes, os estudos apontam que parte dessa dificuldade se deve a mudanca de significado

do sinal de igual.

De acordo com as Diretrizes Curriculares da Educagao Basica do Estado do Parana
na Educacao Basica, no contexto da Educacao Matematica, é necessario que os ndmeros e a
algebra sejam compreendidos de forma ampla, para que se analisem e descrevam relacoes em
varios contextos, nos quais se situam as abordagens matemaéticas, explorando os significados que
possam ser produzidos a partir deste contetido. (PARANA7 2008).

Ponte, Branco e Matos (2009) apontam trés significados que podem ser atribuidos ao sinal
de igual: nogao operacional, ideia de equivaléncia e nogao relacional. Estes sao significados que
esperariamos de nossos estudantes. No entanto, no dia a dia da sala de aula, outros significados

sao atribuidos e o sinal de igual acaba sendo utilizado de diversas maneiras.

A nocao operacional tem o sentido de um simbolo que sugere uma agao a ser realizada.
As criangas percebem o sinal de igualdade como um sinal de fazer algo. (BEHR; ERLWANGER,;
NICHOLS, 1980).

Ja a ideia de equivaléncia envolve o sinal de igual como uma relagdo de mesmo valor,
Lessa (1996) utilizou a metafora da balanga para desenvolver a nogao de equivaléncia do sinal

de igualdade.

Tinoco et al (2008) destaca a nogao de equivaléncia representada pelo sinal de igualdade

na Algebra, apontando que

O aluno com experiéncia apenas em aritmética considera, muitas vezes, o sinal
de igual como um simbolo unidirecional, que precede uma resposta numeérica,
um simbolo para ‘escreva a resposta’ [...] Embora seja essencial nas atividades
algébricas, os alunos nao se apropriam com facilidade da ideia do sinal de
igualdade, visto como indicador de uma equivaléncia entre duas expressoes,
mesmo que numéricas. E preciso trabalho especifico neste sentido. (TINOCO,
2008, p. 3-4).

E a nocao relacional pode ser identificada nos casos que o sinal de igual é utilizado para
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representar uma igualdade de expressoes.

Ponte, Branco e Matos (2009), na brochura Algebra no Ensino Bésico, consideram fun-
damental que os alunos explorem situacoes nas quais o sinal de igual surja com significados
distintos, nomeadamente, como operador a indicar uma equivaléncia entre dois objetos ma-

tematicos ou expressoes ou para definir uma relagao funcional.

2 Procedimentos Metodolégicos

A presente investigacao qualitativa busca resgatar alguns dos significados atribuidos ao
simbolo de igual e a maneira que o utilizam um grupo de alunos de diferentes turmas do 7°
ano do Ensino Fundamental de uma escola estadual, onde a primeira autora é a professora de

Matematica das turmas.

Em um primeiro momento, foi lancada a seguinte questao aos alunos da referida escola:

Qual o significado do sinal de igualdade? Explique e dé um exemplo.

Salienta-se ainda que o ensino sé tenha significado quando proporciona a descoberta,

quando se estimula a curiosidade, sem isso ele ndo tem sentido, como define Freire (1996, p. 29):

Nao ha ensino sem pesquisa e pesquisa sem ensino. Esses que-fazeres se en-
contram um no corpo do outro. Enquanto ensino, continuo buscando, repro-
curando. Ensino porque busco, porque indaguei, porque indago e me indago.
Pesquiso para constatar, constatando, intervenho, intervindo educo e me educo.
Pesquiso para conhecer o que ainda nao conheco e comunicar ou anunciar a no-

vidade (FREIRE, 1996, p.32).

A primeira etapa da pesquisa consistiu em realizar um levantamento de artigos cientificos
publicados que tratam do sinal de igualdade. Permitindo uma revisao tedrica a respeito da

utilizacao do sinal igual e reflexdes sobre os estudos de autores que ja buscaram compreende-lo.

De acordo com Marconi e Lakatos (2008), a pesquisa qualitativa possibilita o pensamento

reflexivo dos sujeitos sobre as experiéncias e busca

[...] aprofundar a compreensdo dos fendmenos que investiga a partir de uma
andlise rigorosa e criteriosa desse tipo de informacao, isto é, nao pretende testar
hipoteses para comprové-las ou refutéa-las ao final da pesquisa; a intengao é a
compreensao (MOARAES, 2003, p. 191).

O colégio escolhido para ser realizada a pesquisa esta localizado no municipio de Santa
Tereza do Oeste. Fundado em 1989 apds a emancipacao politica da cidade o Colégio Estadual
Santa Tereza do Oeste Ensino Fundamental e Médio, possui 1003 alunos distribuidos em 43
turmas e funciona nos trés periodos. A pesquisa estd sendo realizada com trés turmas de 7°
ano do Ensino Fundamental, sendo uma do periodo matutino e duas do periodo vespertino. Ao

total, participam 85 alunos. Nao existem turmas no periodo noturno do 7° na escola.

Diversos trabalhos se valem da andlise da producao escrita. Celeste (2008) afirma que a
andlise da producao escrita serve para conhecer as estratégias, dificuldades e erros apresentados

pelos alunos. Em sua dissertacdo a autora analisa a produgao escrita de estudantes do Ensino
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Fundamental em situagao de avaliagdo. J4 Santos (2008) defende ser uma pratica a ser adotada

pelo professor em sala de aula, para entender a forma de pensar de cada um de seus alunos.

Temos como objetivo, na segunda etapa do projeto analisar as respostas sobre como esse
grupo de alunos do 7° ano compreende sobre o significado do sinal de igual. Para isso também

faremos uso da andlise da produgao escrita.

Para identificar da producao escrita dos alunos, atribuimos uma letra seguida de um
nimero para a producao de cada um. No caso a letra A seguida do um ndmero 1. Assim,

chamamos o primeiro aluno de Al.

3 Consideracoes Parciais

Em sua producao Al afirma que a utilizacdo acontece quando se faz uma operagao se
obtém o resultado. Ao lado Al registra um “célculo armado” de 40 menos 20, colocando o sinal
se subtrair, um traco e embaixo o resultado, 20. Préximo ao traco, ao lado da resposta o sinal
de igual. Parece que o aluno considera que respondeu e forneceu um exemplo. Sendo a parte da

resposta em escrita corrida e o exemplo com a conta armada.

& quonads a. ginky o carele. 2 o, 2000, \ Vo) .
] . . I ) -9

IALLOY O 20 L0 B — B 5 [

U ek :

Figura 1: Producao escrita do aluno A1l

O aluno explica o significado do sinal apenas por meio de um exemplo operacional. Parece
haver a necessidade de uma operacao para que o sinal seja 1til. Também pode ser interpretado

como quando ha necessidade de se indicar um resultado.

A segunda etapa da pesquisa ainda segue em andamento, porém ressaltamos que ao
concluir essa etapa, que trata da andlise da primeira resposta dos alunos sobre a compreensao

dos significados do sinal de igualdade. Disseminaremos questoes com operagoes matemaéticas.

Diante da pesquisa e andalise da producao escrita realizada até o momento, percebemos
o quanto ainda é complexo para os alunos do sétimo ano do ensino fundamental a compreensao

da utilizacao do sinal de igual.
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Resumo: O artigo apresenta uma revisao de literatura sobre os problemas
que envolvem o ensino e aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral. Des-
tacando os principais dilemas envolvidos no seu ensino, também buscaremos
identificar o que as pesquisas sugerem para que o alto indice de reprovagao
seja evitado.

Palavras-chave: Ensino de Calculo; reprovacao em Calculo; Calculo Dife-
rencial e Integral.

1 Introducao

A disciplina de Calculo Diferencial e Integral permeia, praticamente, todos os cursos
da area de ciéncias exatas de todas as universidades devido a sua grande aplicabilidade nas
ciéncias. Em particular, nos cursos de formacao de professores de matematica, ela se constitui
em uma disciplina fundamental. Tanto alunos quanto professores desta passam por inimeras
dificuldades no seu transcorrer. Os altos indices de reprovagdao em todos os cursos nos quais
a disciplina se faz presente indicam que algo deva ser investigado e compreendido, uma vez
que este fenomeno nao é algo local. Quando o estudante passa pela primeira vez a cursar esta
disciplina, ou o professor a leciona-la, pode pensar que se trate de um fenémeno interno, que o
alto indice de reprovacao aconteca apenas em sua sala de aula. No entanto, logo percebe, tanto
estudante, quanto professor, que se trata de um fendmeno de proporcoes mundiais e recorrente,
ja hé algum tempo. O fracasso na disciplina de Céalculo Diferencial e Integral nas universidades
que a tem em sua grade ja se constitui em consenso nos cursos de exatas. Esta problematica
acabou por gerar um campo de pesquisa que se inicia e até o surgimento de um movimento em
prol da reforma do ensino de Célculo , iniciado na década de 80, sendo conhecido como Calculus
Reform (ou Célculo Reformado), sendo dedicados a esta temética do ensino e aprendizagem de
Célculo. (WROBEL; ZEFERINO; CARNEIRO, 2013, p. 2).

Este artigo se propoe a compreender que abordagem as pesquisas nacionais adotam como
foco, seus objetivos e suas conclusoes. Trata-se de um primeiro estudo para levantamento de

referéncias bibliogréficas sobre o ensino e aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral.
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Tendo em vista a realidade de muitos académicos, em relacao a dificuldade de aprendiza-
gem dos conceitos relacionados ao Calculo Diferencial e Integral (CDI), esta problemética ganha
enfoque nas pesquisas de Cury (2000), Gazela (2013), Barbosa (2004) entre outros pesquisado-
res. Visto que o Célculo é uma das maiores realizacoes da humanidade, tendo como percussores
principais Newton e Leibniz hé aproximadamente 300 anos, sendo de grande aplicabilidade para
as mais diversas ciéncias. Também, o CDI, é uma das primeiras disciplinas matematicas que
faz parte da grade curricular dos cursos da &rea de ciéncias exatas. De acordo com Silva (2009)
“As dificuldades de alunos quanto & aprendizagem dos conteidos envolvidos nessa disciplina
traduzem-se pelo alto indice de reprovagao e desisténcia do curso inicialmente escolhido pelo

jovem universitario”.

Segundo Saback (1980 apud WROBEL, ZEFERINO, CARNEIRO, 2013) “Este indice
nao é um fato novo, como mostram estudos da década de 80 avaliando essa questao”, devido ao
numero de reprovagoes que vem se alavancando, surgem cada vez mais pesquisas, para buscar
contornar os problemas que provocam estes indices elevados (chegado a 50% de reprovagao). E
compreensivel, a preocupacao com os motivos de tantas reprovacoes, e de fato, varia trabalhos
avaliam causas distintas para o problema. H& estudos que identificam o aluno como foco do
problema na sua falta de estimulos, na forma com que estuda, na falta de contextualizacao da
matematica e da sua linguagem complexa, que para muitos é quase impossivel de ser decifrada.
Sendo de fundamental importancia a clareza do vocabulédrio e regras formais da Matemadtica,
bem como dominio dos conceitos matemaéaticos indicados no curriculo da Educacao Basica, para

que se possa ter um bom éxito.

Wrobel, Zeferino e Carneiro (2013), fazem um mapa dos tltimos dez anos dos artigos
publicados no “COBENGE” relacionados ao ensino de CDI, evidenciando que de acordo com as
pesquisas, o baixo indice de aprovacao, nao é apenas um problema das universidades brasileiras,
mas, um problema enfrentado pelos discentes das instituigoes do mundo todo. E devido a esta
persisténcia no insucesso na disciplina de Célculo, é importante buscar e identificar o(s) fator(es)

gerador(es). Objetivando a reversao desta peculiar realidade tao enraizada.

Os procedimentos metodoldgicos utilizados para este inicio da pesquisa consistem na
buscar em periédicos e eventos nacionais da area de Educacao Matematica artigos que abordam

o ensino de Calculo Diferencial e Integral I nas tltimas décadas.

2 O Calculo enquanto disciplina

Geralmente, o primeiro contato dos estudantes com CDI, nao é satisfatério para eles e
nem para os seus professores. Pode-se observar em Barbosa (2004), Orfali e Ponte (2015), que
o desempenho nessa disciplina é baixo, chegando a ocasionar a desisténcia do curso de quem
a tem em sua grade. No ensino académico o CDI é visto como um facilitador da resolucao de
problemas complexos, desta forma uma importante ferramenta. Porém, devido a este caracter
utilitario, geralmente, é tido como um conjunto de regras e processos que devem ser seguidos a

risca. Ganhando assim, um aspecto mecanicista em situagoes algébricas.
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Também, a forma com que o professor ensina o contetido tem grande influéncia na apro-
priacdo ou nao dos seus conceitos. A metodologia utilizada
[...] pela maioria dos professores desta disciplina prioriza a aula expositiva, é
centrada na fala do professor, e os conceitos sdo apresentados como verdades
inquestionaveis, como algo pronto e acabado, sem a preocupacao de torna-
los significativos. Os alunos, por sua vez, acabam resolvendo os exercicios
propostos mecanicamente, sem que se exija dos mesmos criatividade e reflexao
frente aos problemas, o que os levam a questionar, muitas vezes, a razao da
disciplina dentro de sua grade curricular. Ou seja, os cursos de Calculo em

geral, ainda hoje, priorizam mais as operagoes e técnicas de Calculo do que a
significacao para o aluno. (BARROS; MELONI, 2006, p.1.734).

Desta forma, a insignificancia do conhecimento esta atrelada a metodologia utilizada pelo
professor. Em Lima (2008), vemos que a caracteristica dominante de um dos primeiros cursos
brasileiros de CDI, ocorridos nas escolas militares do Rio de Janeiro no ano de 1934, era aulas
focadas no ensino do professor considerado como tinico detentor do conhecimento. Apesar, das
décadas que ja se passaram desde o primeiro curso de Céalculo, nao é visto muitas mudancas no

seu ensino, embora estarmos colocando em comparacao diferentes épocas e realidades.

Esta metodologia “tradicional”, acaba por incentivar a nao apropriagao dos conceitos
referentes ao CDI. Aparentando ser totalmente desconhecido pelos alunos recém-chegados a
universidade, como coloca Santos e Matos (2012) [...] ”Os assuntos tratados nas aulas de Célculo
parecem desconhecidos, chegando-se a pensar que muitos alunos nao tiveram ou nao assimilaram
o minimo de conhecimento dos contetidos necessérios.”. Assim, podemos identificar o despreparo
dos discentes, tendo a falta de compreensao da matematica bésica pelos alunos, como fator
relevante no afastamento do aprendizado de conceitos que deveriam ser comumente identificados

e aplicados. No entanto, é preciso ir além desta frequente justificativa para o insucesso no CDI.

3 Uma diferenca nas linguagens

Diversos fatores estao relacionados ao insucesso do aluno na disciplina de Célculo Dife-
rencial Integral I, como é apontado por Barbosa (2004): as aulas tradicionais; a defasagem dos
académicos em conceitos da matemdtica bésica; falta de dedicagao aos estudos; trabalho extra
curso; o Célculo ser apresentado como uma disciplina pronta e acabada; um ensino axiomatico;
sua linguagem e a matematica ser mostrada para os alunos como uma ciéncia construida line-
armente. Quando o discente nao consegue objetivar a importancia do que estd sendo ensinado
com sua realidade, pode-se ajudar a incentivar um afastamento ainda maior do que ja existe do

aprendizado.

[...] “Quando o aluno néo identifica a relevancia dos objetivos de ensino para
sua vida, sua formagao, colabora para a construcao de uma escola separada da
realidade. Nesse caso, trata-se apenas de objetivos burocraticos e que dificil-
mente possibilitam a aproximacao entre os alunos e os conteiddos escolares”.
(GARZELLA, 2013).

Deste modo, o académico tende a se apegar a memorizacao de técnicas, utilizando de teo-

rias e axiomas sem ao menos compreender os conceitos envolvidos. Ocorrendo uma mecanizagao
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do conhecimento, como coloca Guimaraes (2002) “o foco do aluno estd para desenvolvimentos

algébricos e nao para o entendimento dos conceitos e aplicacoes”.

Visto também, a dificuldade de compreender a linguagem matematica, que de fato, nao
¢ uma lingua natural e nem se constitui em uma expressao natural do mundo em que vivemos,
como muitas vezes é apresentada pelos educadores e colegas. Segundo Orfali e Ponte (2015)
ha uma diferenca significativa entre a maneira como a matematica é apresentada nos livros, e
por muitos professores, das linguagens e dos cédigos de uso cotidiano dos alunos. Quando nao
ocorre esta “comunicacao” ha um grave obstaculo na apropriacdo dos conhecimentos referente
ao Célculo, pois, se os alunos nao compreendem sua linguagem, dificilmente abstrairao seu
conhecimento. Acabando por reforgar a crenga de que os objetos matematicos que sao ensinados
e aprendidos, sao independentes do professor, do estudante e do livro texto, aparentando ser
apenas meras interpretagoes do conhecimento. Incentivando a significacdo que a Matematica é

um saber pronto e acabado.

O modelo de ensino do CDI baseado em repeticoes de modelos matematicos, é condizente
com o modelo estruturalista que a matemética apresenta, Ciani (2009, p. 27) escreveu, em sua
tese de doutorado, a qual tem um aporte tedrico norteador a Educacao Matematica Realistica,
que a abordagem da Matematica Realistica se contrapoe ao modelo estruturalista para o ensino

da matemaética. A autora relata que, para Hans Freudenthal, esse modelo

[...] estd enraizado em uma perspectiva bastante comum de ensino, que coloca
énfase, entre outras, no dominio de um sistema de teorias mateméticas bem
estruturadas. O sujeito é considerado mais instruido, quanto mais capaz for de
repetir, tao mais fiel quanto possivel, o “contetido” ensinado.

Restando assim ao estudante, apenas a reproducao de defini¢coes e teoremas, repetindo
resolucoes padronizadas que se adequam a determinados enunciados de exercicios. Muitas vezes
os conceitos deixam de ser compreendidos, prevalecendo uma énfase em técnicas e regras. Tudo
isso pode acarretar uma desvalorizagao do aprendizado, pois o aluno pode sentir-se passivo no
seu proéprio processo de construcao do conhecimento, sentindo seu processo de aprendizagem

irrelevante diante do conhecimento cientifico.

4 Para onde as pesquisas apontam

Usualmente o ensino de CDI é iniciado pelo mais alto nivel de generalidade, mas, nem em
sua histéria, o Calculo desenvolveu-se de forma linear, como é apresentado enquanto disciplina.
Pesquisas como de Barbosa (2002), relatam a necessidade de mostrar os conceitos de forma
mais intuitiva e atrativa para o aluno, de uma maneira mais préxima a do seu desenvolvimento
histoérico, partindo de ideias mais particulares e especificas, menos abstratas, e avancando cada

vez mais em niveis de abstragao e generalizacgao.

Também, entrevistas como a do Prof. Geraldo Severo de Souza Avila encontradas na

tese de doutorado Reis (2001) hé a concordancia com Barbosa (2002)



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 237

[...] Entdo depois de toda esta minha experiéncia com ensino, eu acordei para
esta realidade de que o ensino rigorizado desde o inicio ndo é a melhor coisa. A
gente tem de lembrar que o intelecto nao é racional, nao é s6 légica, mas tem a
intuicao, a visualizacao geométrica, que muito ajudam no aprendizado. Entao,
as vezes o rigor encobre as idéias, ele dificulta a apreensao das idéias, ao invés de
ajudar. O rigor é importante numa fase um pouco, de maior amadurecimento
do aluno, quando ele tem ja um espirito critico, uma capacidade de questionar.
A{ é que é a hora do rigor e da organizagao 1égica da matemadtica. (REIS, 2001,
p. 250).

Seguindo estd légica para onde as pesquisas conduzem um primeiro passo para que a
compreensao seja mais efetiva no Calculo ¢ inicid-lo a partir de algo imaginavel pelos estudantes,
para que todos possam trabalhar com as ideias inerentes a este saber, avancando cada vez mais,
em niveis de complexibilidade, abstracao e generalizagao. “Pois é de suma importancia que
os estudantes tenham uma clara compreensao do significado dos conceitos estudados para que

assim, seja despertada sua curiosidade para a utilizacao dos mesmos” (CURY, 2000. p. 2).

Cury e Cassol (2004) destacam a anélise do erro do aluno como uma ferramenta impor-
tante, nao no aspecto de levantar dados, mas, buscando a partir do erro, analisar na cognicao do
aluno, o que o levou a cometer o equivoco, para que assim, as dificuldades sejam apresentadas,
e o professor possa intervir, levando o educando a compreender as razoes que o levaram ao erro.
Também, sugere mudancas na metodologia de trabalho em sala de aula. De forma com que o
aluno seja desafiado, tornando as atividades motivadoras, despertando a curiosidade e interesse

no estudo.

J& Guimaraes (2002), propoe como estratégia um ensino e aprendizado do Célculo vol-
tado para o uso da investigacao matematica, predominando as agoes do aluno na condugao
da sua aprendizagem, sendo tirado o foco do algebrismo puro, incentivando e possibilitando
também analisar as situagoes propostas, em forma de problemas, do ponto de vista numérico
e grafico em conjunto. O pesquisador ainda destaca a importancia da utilizagao estratégica
de softwares computacionais, proporcionando representagoes multiplas dos problemas, fazendo
com que o aluno tenha ”visoes” diferentes da que o algebrismo proporciona. A interface rapida e
facil que muitos softwares disponibilizam, permitem um o carater investigativo no aprendizado,

provocando um processo de reflexao matematica.

O uso dessa tecnologia pode aparentar que os softwares estarao resolvendo os problemas
pelos discentes, mas apesar das respostas rapidas que sao disponibilizadas, é necessdrio ter
conhecimentos mateméticos para andalise das respostas. Assim, é um erro vislumbrar a tecnologia
por meio desta perspectiva, pois a mesma auxilia na verificagdo de hipdteses e também em

multiplos estimulos, auxiliando num aprendizado mais significativo do Célculo.

5 Consideragoes

Este artigo colocou em reflexdo as aulas “tradicionais” com foco na mecanizacdo, que
de acordo com as pesquisas analisadas, vem deixando lacunas no ensino e aprendizado, visto

que parte dos pesquisadores/professores de matemédtica associa esses altos indices de reprovagao
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com a dificuldade e & defasagem oriunda a falta de conteidos necessarios no ensino fundamental
e médio para a melhor aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral no Ensino Superior. No
entanto, temas como metodologia, diferenca entre cursos e até mesmo dificuldades referentes a
maturidade necesséaria para a real compreensao do que é o Célculo fazem parte da discussao,
sendo fatores de extrema relevancia no alto indice de reprovacao. Também a linguagem que a
matematica tem, acaba por geral mais um empecilho, além de ter a matematica béasica com uma

defasagem grande.

Desta forma, notamos um consenso entre as pesquisas, em relagdo a tornar os conceitos
passiveis da imaginacao dos alunos. Sendo importante o uso de tendéncias como investigacao
matematica, resolugao de problemas e uso de softwares para que o discente possa ter multiplos
estimulos para compreensao do conhecimento. Possibilitando aulas mais criticas, contextuali-
zadas, préximas da realidade dos alunos e de conceitos imagineis ao mesmo, avancando gra-
dualmente em nivel de abstragdo, de forma com que os alunos possam investigar, tornando-se

percursores da construgao do seu proprio conhecimento.
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Resumo: A busca por pontos criticos de uma funcao é de grande interesse
para a ciéncia. Por meio das derivadas da funcao, podemos localizar esses
pontos e classificd-los utilizando diversos métodos. Neste artigo, resultado do
trabalho de iniciacao cientifica desenvolvido pela discente a partir de abril do
corrente ano, vamos dar énfase ao método de classificagao dos pontos criticos
via autovalores e compara-lo com o tradicional método de classificacao via
menores principais.

Palavras-chave: Pontos criticos; Matriz Hessiana.
1 Introducao

Obter e classificar os pontos criticos (pontos de maximo, pontos de minimo ou pontos
de sela (inflexdo)) de uma fungdo é um problema matemético comum, que possui aplicagoes

praticas em diversos campos da ciéncia.

No caso univariado, determinar os pontos criticos e classificd-los é um trabalho bastante
simples e baseia-se no estudo de derivadas da fungao no ponto. Contudo, quando trabalhamos
com fungoes de varias varidveis, os métodos de classificacdo dos pontos criticos, que baseiam-
se em derivadas parciais, tornam-se mais sofisticados. Uma maneira de tomar a decisao é
obviamente visualizar o gréafico da fung@o, mas isso nem sempre é possivel e, ainda que possivel
¢é bastante desejavel estabelecer um método mais preciso para classificar tais pontos criticos.
Existem varios métodos conhecidos para isso, por exemplo, o método de classificagdo das formas
quadraticas via menores principais. Quando se tem um caso de uma funcao de duas variaveis,
tal processo nao requer grandes esforcos e é o mais abordados nos livros textos e nos cursos de
Calculo Diferencial, porém a medida que o nimero de varidveis aumenta tal método vai ficando

bastante trabalhoso.

Um método preciso e mais pratico (também do ponto de vista computacional) é o método
de classificagao das formas quadraticas via autovalores, o qual baseia-se em principios de Algebra
Linear, mais especificamente nos sinais dos autovalores da matriz Hessiana. Pretende-se neste

trabalho apresentar os conceitos de Algebra Linear e Célculo Diferencial, necessarios para a

'Bolsista do programa de Iniciagao Cientifica e Mestrado - PICME-CNPq/CAPES
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compreensao do método de classificagao via autovalores, bem como realizar exemplos com a
plotagem de graficos objetivando o bom entendimento do mesmo. Pretende-se ainda apresentar
um exemplo de uma funcao de trés varidveis e resolvé-lo pelos dois métodos ora mencionados,
destacando o quanto o método via menores principais vai se tornando mais complexo do que o

método via auto-valores a medida que o nimero de varidveis aumenta.

2 Conceitos, definicoes e resultados importantes

2.1 Pontos criticos

Definigao 1. Considere uma funcao f: Dy CR" — R e P € D C Dy,dizemos que:

e P é um ponto de maximo local de f em D se existe uma bola aberta B, (P) de centro
P e raio r tal que f(z) < f(P)Vx € B,.(P)ND;

e P é um ponto de minimo global de f em D se existe uma bola aberta B,.(P) de centro
P e raio r tal que f(z) > f(P)Vx € B.(P)ND;

e P é um ponto de sela se é um ponto critico que ndo ¢ ponto de maximo ou minimo (é
assim chamado pois no grafico a regiao proxima ao ponto P se assemelha a uma sela de

cavalo).

Definigao 2. Seja f : Dy € R® — R. Para cada varidvel z; e em cada ponto P =
(p1,p2, ---sPn) do dominio de f, definimos a derivada parcial de f com relagao a x; no ponto
P = (p1,p2,...,pn) cOMO nimero

af f(p17"'?$7:7"'7pn)_f(plﬂ""pi7"'pn)

S s = lim ,
ox; (P1 -+, Pn) T —pi T — i

caso o limite exista.

Na pratica, derivamos em relagdo a uma varidvel (z;) considerando as demais como

constante. Somente a i-ésima coordenada sofre variagao.

Defini¢ao 3. Dada uma fungao f(z1,z2,...,x,) de n varidveis, suas derivadas parciais %,i =
1
p ~ ~ sl ~ . . 9
1...n também sao fungoes de n varidveis. Podemos entao derivar parcialmente aT{v obtendo as
k2

derivadas parciais de segunda ordem da funcao f.

Exemplo 4. Considere f : R? — R dada por f(z,y) = 22%y® — zy? + 3y + 1. Temos que as

derivadas parcias de f sao dadas por:

of

0
5y (Y = 8z°y® — y?; i(:ﬂ, y) = 62'y* — 27y + 3.

dy

As derivadas parciais de segunda ordem de f sdo:

0% f
_ 2,3. _
(z,y) = 2427y Bydz (z,y) =

% f

ox?

O f 3.2 O f

052 (z,y) = 1221y — 2.
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Note que
&/ (z,y) = &/ (z,y)
Oyox Y - 0x0y Y

O fato acima, nao aconteceu por acaso, veja o teorema a seguir,

Teorema 5. (Teorema de Young) Seja f(x1,x2,...,2,) uma funcio de classe C? em um
conjunto aberto U de R™. Entao, para todo x € U e para cada par de indices i,j, vale
0% f 0% f
x) = x
aﬂfia.Tj 8%8561

Definicao 6. Chamamos matriz Hessiana de f num ponto P a matriz simétrica ? formada

pelas derivadas de segunda ordem de f no ponto P..

o*f  0%*f
2 _ 822 Ozdy
D f (P ) - 62 f ﬁ
oyoxr  Oy?

No exemplo anterior, a matriz Hessiana de f é dada por
242%y? 2423y —2
D*f(P) = ’ S
2423y? — 2y 12z%y — 2z

2.2 Formas quadraticas

Definicao 7. Seja A uma matriz n X n, a forma quadratica associada & matriz A é a fungéao
escalar
Q: R"—R

h— Qh)=hT-A-h
que associa cada matriz A a uma matriz 1 x 1, entendida como um ntimero real.

Definigado 8. Seja A uma matriz nxn e Q(h) = h' - A-h a forma quadratica associada, dizemos

que:

e A matriz A é positiva definida se Q(h) > 0 para todo h # 0 em R™

e A matriz A é positiva semidefinida se Q(h) > 0 para todo h # 0 em R"

e A matriz A é negativa definida se Q(h) < 0 para todo h # 0 em R"

e A matriz A é negativa semidefinida se Q(h) < 0 para todo h # 0 em R”

e A matriz A é indefinida se existem h e k em R" tais que Q(h) >0e Q(k) <0

Definigao 9. Seja A uma matriz n x n. O menor principal lider de ordem k de uma matriz
n X n é o determinante de uma submatriz k x k de A obtida removendo-se as iltimas n — k

linhas e e as ultimas n — k colunas de da matriz A .

2Uma matriz quadrada A é dita simétrica se a;j = aji, isto é, se a parte superior é um reflexo da parte inferior,

a partir da diagonal.
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O teorema que veremos a seguir tem como objetivo relacionar as matrizes positivas
(semi)definidas, negativas (semi)definidas ou indefinidas com os menores principais lideres da

matriz.
Teorema 10. Seja A uma matriz n X n simétrica, podemos classificd-la por meio do estudo dos
menores principais lideres. Sendo assim,

e Se todos os menores principais lideres sGdo maiores que zero entdo A € positiva definida;

e Se todos 0s menores principais lideres de ordem impar sdo menores do que zero e todos os

menores principais lideres de ordem par sGo maiores que zero entdo A € negativa definida;

e Se todos os menores principais lideres sGdo maiores ou iguais a zero entdo A € positiva

semidefinida;

e Se todos os menores principais lideres de ordem impar sGo menores ou iguais a zero e
todos os menores principais lideres de ordem par sdo maiores ou iguais a zero entdo A €

negativa semidefinida;

e Se os menores principais lideres nao se enquadram em nenhum dos casos anteriores entao
A € indefinida.

Definigao 11. Dada uma matriz quadrada A, n x n. Chamamos um nimero A de autovalor
de A se existe um vetor v nao nulo tal que A-v = X\ -v. Isto é, um autovalor é uma raiz do

chamado polinémio caracteristico p(A) = det (A — A - I), em que I a matriz identidade n X n.

O teorema que veremos a seguir tem como objetivo relacionar as matrizes positivas

(semi)definidas, negativas (semi)definidas ou indefinidas com os autovalores da matriz.

Teorema 12. Seja A uma matriz simétrica:

e Se todos os autovalores de A sdo positivos entao A € positiva definida;

Se todos os autovalores de A sdo negativos entdo A é negativa definida;

Se todos os autovalores de A sdo maiores ou iguais a zero entao A € positiva semidefinida;

Se todos 0s autovalores de A sGo menores ou iguais a zero entdo A € negativa semidefinida;

Se existe ao menos um autovalor positivo e um autovalor negativo entdo A é indefinida.

2.3 Relacao entre formas quadratica e pontos criticos

O teorema a seguir relaciona a matriz Hessiana com a classificagdo de pontos criticos.

Teorema 13. Considere uma funcao f e P um ponto critico de f. Se a matriz Hessiana no

ponto P €

e positiva definida, P é um ponto de minimo local de f;
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e negativa definida, P € um ponto de mdzximo local de f;

e indefinida, P ¢ um ponto de sela de f;

e positiva semidefinida ou negativa semidefinida, ndo consequimos definir a situacao.
3 Aplicagoes

Exemplo 14. Considere a funcdo f(x,y) = z* + 22 — 62y + 3y%. As derivadas parciais sdo

dadas por
0 0
a—i(w,y) = 4a® + 2z — 6y; 8‘5(w,y) = —6z + 6y
43 +2x -6y = 0
Assim, resolvendo o sistema S = zirar -ty encontramos os candidatos a pontos
—6x + 6y =0

criticos: P; = (0,0), P, = (1,1) e P3 = (—1,—1).

A matriz Hessiana neste caso é dada por:

D2f(P) = % 88;6{1/ _ 1222 4+2 —6
oyor  Oy?

Vamos agora classificar cada um dos pontos criticos utilizando primeiramente o método

dos menores principais e depois o método dos autovalores.

e (lassificagao dos pontos criticos via menores principais.

Neste caso temos o menor principal lider de ordem 1, que é dado por m; = 1222 +2 e o
menor principal lider de ordem 2 que é dado por mg = det D2 f(P) = 6(1222 +2) — 36 =

7222 — 24. Avaliando tais menores nos pontos criticos temos:

— Considerando P, = (z,y) = (0,0) temos m; = 2 e mg = —24 e portanto, pelo
Teorema 10, a matriz Hessiana ¢ indefinida e, pelo Teorema 13,P; = (0,0) é ponto

de sela.
— Considerando P, = (1,1) ou P3 = (—1,—1) temos m; = 14 e my = 48 ¢ portanto
a matriz Hessiana é positiva definida e P, = (1,1) e P3 = (—1,—1) sao pontos de

minimo locais.
e Classificagdo dos pontos criticos via autovalores:

— Considerando P; = (z,y) = (0,0) temos que A\; = 4 + 210 e A2 = 4 — 2V/10
sao autovalores da matriz Hessiana e portanto pelo Teorema 12 a matriz Hessiana é

indefinida e, pelo Teorema 13, P; = (0,0) é ponto de sela.

— Considerando P, = (1,1) ou P3 = (—1,—1) temos que os autovalores da matriz
Hessiana sao A\ = 104+ 2v/13 e Ay = 10—2+/13, portanto a matriz Hessiana é positiva

definida e P, = (1,1) e P3 = (—1,—1) s@o pontos de minimo locais.
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As Figuras 1 e 2 mostram os gréficos da fungao definida anteriormente para (z,y) € R
e para (z,y) € [—1,1] x [—1,1], respectivamente. Visualmente podemos observar que (1,1) e

(—1,—1) sdo pontos de maximo locais e que (0,0) é um ponto de sela.

Figura 1: Gréfico de f

Figura 2: Gréfico de f, (z,y) € [-1,1] x [-1,1]

Exemplo 15. Seja f(x,y,2) = (2% + 2y + 3z2)e(x2+y2+z2)‘

Neste caso as derivadas parciais sao,

or _ 226 ) (1 4 02 4 2% + 32%)

Ox

? = 2ye($2+y2+z2)(2 + 2% 4 2% + 327)
Y

? = 2ze(x2+92+z2)(3 + 2?2 + 2y% + 327)
z

Igualando as derivadas parciais a zero, encontramos o Unico candidato a ponto critico,

P =(0,0,0). A fim de classificarmos o ponto critico determinemos a matriz Hessiana.

Assim como no exemplo anterior vamos fazer a classificagao do ponto critico via menores

principais e via autovalores.
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Calculamos as derivadas de segunda ordem,

2
% = [(26(x2+y2+z2) + 2$e(x2+92+x2)2w)(1 + 2% 4 2y% 4 32%)]) + [2:1:e(x2+92+x2)2x];
82f (12+ 2+22) (12_’_ 2+12) 2 2 2 (12+ 2_,’_12)
e [(2eW7° Y + 2yel T Ty 2y)(2 4+ x” + 2y~ + 327)] + [2ye'* Y 4y);
an ($2+ 2+22) (ZE2+ 2+JE2) 2 2 2 (1.2+ 2+1.2)
52 = [(2e' 7Y + 2z Y 22)(3 4+ x° + 2y~ + 327)] + [2ze'" Y 6z];
an an (12+y2+12) 2 2 2
owoy ~ Oyor (2x2ye )(3 + 2 + 2y~ + 32°);
82f 82f 20420 52
= — (909202 HT?) (4 1 22 4 92 2y,
Jxdz  0z0x (222z¢ JA+a"+2y7 +327);
82f 82f 24 421 22
= — (2276 ® Fy"+2%) 21 9,2 2y
9907~ 9209 (2y2ze )(5 + z° 4 2y~ + 327)

Assim, temos que a matriz Hessiana no ponto P = (0,0,0) é,

P

: T 2 B
o2f  0°f  03f 00 6

0z0x 020y 022

e (lassificagdo dos pontos criticos via menores.

Neste caso temos um menor lider de ordem 1, mq, um menor lider de ordem 2, msy e um

menor lider de ordem 3, mg:

20

mi1 =2 >0; mg = =8>0emg = = 48 > 0 e portanto a matriz

Qo o W
5 o & o
o o o

Hessiana é positiva definida e P(0,0,0) é ponto de minimo local.

e (lassificagao dos pontos criticos via autovalores:

Os autovalores da matriz Hessiana sao as solucoes da equagao

2-XA) 0 0
det 0 (4-X 0 =0 < (2-AN){A-XN(6-X) =0
0 0 (6-2))

Assim, os autovalores sdo A\ = 2; Xy =4; A3 = 6. Sendo todos os autovalores positivos,
pelo Teorema 12, a matriz Hessiana é positiva definida, e pelo Teorema 13, P = (0,0,0) é

ponto de minimo local.
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4 Consideragoes finais

Com os dois exemplos apresentados podemos perceber que o processo de classificacao
vai se tornando trabalhoso a medida que aumentamos o nimero de variaveis. Uma fungao de
n varidveis gera uma matriz Hessiana n x n, e para classificar os ponto criticos precisamos
calcular n menores principais lideres. Assim, quando o numero de variaveis é grande é con-
veniente classificar os pontos criticos via autovalores, muitas vezes contando com o apoio de
softwares computacionais no processo. Cabe ressaltar que as demonstragoes dos Teoremas, nao
apresentadas neste trabalho, podem ser encontradas em BORTOLOSSI(2002).
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Resumo: Este trabalho tem por finalidade expor a ideia de uma atividade
envolvendo a modelagem matematica. A atividade foi realizada com os alu-
nos do segundo ano do ensino médio da rede publica de ensino de Cascavel,
no Colégio Estadual Pacaembu, sob orientagao do professor Josemar Santi,
supervisor do subprojeto de Matemaética vinculado ao Projeto Institucional
de Bolsa de Iniciacao a Docéncia (Pibid). O objetivo da atividade era abor-
dar a soma infinita de uma Progressao Geométrica, utilizando a ideia de
apredizagem significativa, por meio de uso de ferramentas do cotidiano, com
o intuito de facilitar a compreensao dos conceitos matematicos envolvidos.
Palavras-chave: Experimento; Progressao Geométrica; Infinito.

1 Introducao

O contetido trabalhado é Progressao Geométrica. Nosso professor supervisor ja estava
abordando a definicao de uma Progressao Geométrica e o calculo de seu termo geral; logo,
procuramos conteudos futuros para exercer nosso trabalho. Na sequéncia dos conteidos, o livro
didético apresentava o cdlculo da soma finita e infinita de termos de uma Progressao Geométrica.
Interessamo-nos pela forma do célculo da soma dos infinitos termos de razao assumindo valores
menores que 1 e maiores que -1 com ultimo termo tendendo a zero, a qual foi abordada de forma
abstrata no livro didatico. Analisando a turma a ser trabalhada, notamos que havia pouco
rendimento perante o método apresentado para trabalhar o contetido. Os alunos se dispersavam
e nao participavam ativamente da construgao das relacoes matematicas. Buscando melhorias,
repensamos a metodologia para tornar o contetido perceptivel. O objetivo principal em questao
¢ a formacao do saber matematico de forma significativa, de modo que, se compreenda os
processos envolvidos, estabelecendo relagoes entre os conceitos estudados em prol da evolucao

do conhecimento.

[...] A expansdo dessa tendéncia da educacio matemdtica depende da forma
como suas pesquisas estejam atentas, tanto a valorizagao do saber matematico,
como a uma proposta educacional significativa para os sujeitos nela envolvidos.
(PAIS, 2005, p. 116).

! Aluno de licenciatura em Matemética e Bolsista de Iniciacdo & Docéncia do Subprojeto PIBID de matemética,
do campus de Cascavel.
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2 Metodologia

Visando trabalhar com a modelagem matematica, elaboramos um experimento para

contextualizar o conteudo aos “olhos” do aluno.

[...] Enquanto o matematico [...] busca niveis mais complexos de generalidade,
o professor de matematica, ao contrario, deve recontextualizar o contetdo,
tentando relaciona-lo a uma situagao que seja mais compreensivel para o aluno.
(PAIS, 2005, p.32).

O conhecimento através da contextualizagdo proporciona um olhar mais critico como
também um poder mais avancado de reflexées, ampliando a visao sobre determinado tema, que
por sua vez, nao deixa que o conhecimento se torne mecéanico, no qual apenas se repete o que

esta sendo ensinado.

A nocédo de contextualizagdo permite ao educador uma postura critica, Prio-
rizando os valores educativos, sem reduzir seu aspecto cientifico. [...] O valor
educacional de uma disciplina expande na medida em que o aluno compre-
ende os vinculos do conteido estudado com um contexto compreensivel por
ele. (PAIS, 2005, p. 27).

Baseando-nos no pensamento de Jutta, nossa ideia era reconstruir um pensamento fe-
chado de forma que se tornasse um contetdo acessivel, possibilitando maior exploracao de con-
ceitos; ou seja, elabomoramos uma situacao-problema a qual envolvia os conceitos a serem
estudados. Ou seja, problematizamos a situagdo presente de forma que tenha significado os

processos realizados pelos alunos.

O ponto de partida da atividade matematica deve ser o problema. Os con-
ceitos, as ideias e os métodos matematicos devem ser abordados mediante a
exploragao de problemas, para cuja resolucao os alunos desenvolvem algum
tipo de estratégia. (JUTTA, 2012, p. 42).

Buscamos valorizar as ideias geradas pelos alunos em relacao a atividade envolvida com
o objetivo de gerar conexoes entre suas percepcoes e as ferramentas matematicas presentes no
experimento. Dessa forma, os alunos obteriam maior percepc¢ao do significado da construcao dos
conceitos matematicos e um ambiente o qual a mesma possa ser aplicada, adquirindo uma apren-
dizagem significativa. Adiante veremos maneiras de como utilizamos essa ideia para construir o

conhecimento que estava proposto nos objetivos.

O saber matematico estd associoado ao problema de validacao dos conteudos
aprendidos. Um conhecimento passa a ser considerado como veradeiro quando
é submetido ao controle de um processo de validagao, no qual é preciso destacar
diferentes niveis, segundo observagoes de Balacheff (1988) (PAIS, 2005, p. 37).

No momento em que o aluno passa a valorizar o processo que, por conseguinte, gera
interesse pela reflexao e interesse pela obtencao do conhecimento, se situa na posicao onde o
proprio alcanca percepgoes e relacoes sem orientagoes diretas do professor. Esse posicionamento
s0 se diz alcangado apds o conhecimento sofrer seu devido impacto aos 7olhos? do aluno, gerando

signifcado e despertando interesse do mesmo na obtencao de resultados, seja um problema, um
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conceito, ou uma abstracao mais rigorosa. Dessa forma, devemos valorizar a quem esté a procura
do conhecimento, nos disponibilizando a estimular seu raciocinio de modo que os préprios criem

seu caminho de aprendizado.

3 Experimento

O experimento foi realizado no laboratdrio de biologia do Colégio Estadual Pacaembu.

Para realiza-lo, sao necessarios os seguintes equipamentos:

Uma jarra de no minimo 2 Litros;

Um copo de medida de 500mlL;

Um copo descartavel;

Uma seringa de 10mL;

Um recipiente com dgua para manuseio;

No local, existiam torneiras, logo, nao foi necessario o recipiente para manuseio, uma
vez que, os alunos poderiam retirar a agua das torneiras tranquilamente. Nesse dia, estavam
presentes vinte e quatro alunos. Dividimos a turma em quatro grupos, de modo que cada grupo
obtivesse uma torneira para manusear a agua. Cada grupo possuia um conjunto contendo os
itens citados acima. Inicialmente entregamos, para cada aluno, uma folha com instrucoes do
procedimento e um quadro para ser preenchido para auxilio do desenvolvimento da atividade,
que consistia em adicionar dgua a uma jarra obedecendo uma lei. O procedimento foi realizado
em forma de passos. No primeiro passo, os alunos adicionam 1000mL na jarra vazia. Do segundo
passo em diante, os alunos adicionam sempre metade da dgua do passo anterior. Antes do inicio

do procedimento, fizemos um questionamento: “Serd que a dgua ird transbordar da jarra”.

Figura 1: Realizagdo do experimento
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Figura 2: Material do aluno preenchido

Tabela 1: Passos realizados no experimento

Passos | Quantidade adicionada | Quantidade de dgua
a jarra (mL) total da jarra (mL)
1 1000 1000
2 500 1500
3 250 1750
4 125 1875
20 0,0019073486 1999,9980926514
40 0,000000001819894 1999,9999999982

As colunas dois e trés do quadro representavam uma progressao geométrica de razao % e
a soma finita dos termos, respectivamente. Desse modo, nosso objetivo foi esclarecer a sequéncia
com dados claros para que os alunos fizessem relagdes com o conteido estudado anteriormente.
Apbs preenchimento do quadro, oritentamos os alunos para realizar um relato do experimento
interligando ideias com contetiido estudado anteriormente (Termo geral e soma dos finitos termos

de uma Progressao Geométrica). Pelo relato dos alunos 1 e 2, pode-se perceber que alguns

conseguiram identificar a Progressao Geométrica e sua razao.

“[...] Conforme vamos adicionando os mL forma uma PG Decrescente. Lembrando que temos o

primeiro e o segundo termo.”

Figura 3: Recorte do trecho escrito do aluno 1

“Na folha se multiplicarmos 100 por % que seria a razao dard o resultado da tabela ao lado e

assim constantemente.”
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Figura 4: Recorte do trecho escrito do aluno 2

O aluno trés percebeu que havia um “teto” onde a jarra nao iria transbordar, pois a

quantidade adicionada estava se aproximando cada vez mais de zero.

“[...] Ela nunca transbordaria, usando a férmula da PG, poderiamos chegar ao resultado de uma

forma mais facil.”

Figura 5: Recorte do trecho escrito do aluno 3

Por esse motivo, o aluno quatro percebeu que se tratava de uma progressao infinita.

“Pude concluir que assim como uma PG inifinita, pois nao ha possibilidades de chegar a 0 que

seria o ultimo termo.”

Figura 6: Recorte do trecho escrito do aluno 4

Houve relatos dizendo que por meio da matematica poderiamos obter os valores mais

facilmente. Por fim, alguns alunos conseguiram perceber que a matematica nao é somente

tedrica.

“Portanto, a matematica nao estd somente na teoria, e sim podemos utilizd-la no dia-a-dia,

como na forma simples de encher uma jarra de 2L com 4gua.”

Figura 7: Recorte do trecho escrito do aluno 5
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Na aula seguinte, foram feitas as socializagoes dos experimentos, discutindo as ideias
apresentadas pelos grupos. Com esta socializagao, formalizamos os conceitos e as caracterisitcas

da PG que estava envolvida na situacao.

4 Generalizacgoes

A partir de relatos dos alunos 1 e 2, definimos a progessao geométrica existente no
experimento, PG(1000, 500,250, ...) com razao % e decrescente. Em seguida, expomos a sala
a frase citada pelo aluno 3. Os alunos concordaram com seu pensamento, o qual dizia que
poderiamos chegar aos resultados de uma forma mais facil. Porém, quais resultados seriam
estes? Tratava-se justamente dos dados preenchidos no quadro. Logo, indagamos os alunos
quais eram os conceitos que ja havia sido abordado em sala. Com isso, definimos o célculo para

o termo geral desta Progressao Geométrica

1 (n—1)
a, = 1000 - <2> ,

Onde a,, é o termo geral n é o nimero de termos.

Ap6s, definimos a soma finita desta Progressao Geométrica. Substituindo os valores

dados no experimento.

5, -l (1)

g — 1000 1((_%)1” 1) N @

5 _ 1000.2((51 ") . 3)
2

Sy, = 1000 - ((i)n —1)-(-2) = (4)

Dessa forma, poderfamos calcular os valores & serem preenchidos nos passos 20 e 40.
Porém, tendo em vista a escrita do aluno 4, indagamos os alunos se em algum momento essa
sequéncia vai terminar, revelando que um de seus colegas disse que ela seria infinita. Alguns
alunos nao concordaram no primeiro momento e procuravam efetuar mais divisoes para que o
valor chegasse ao total de 2000mL. Para concretizar que a sequéncia seria infinita, dialogamos
que cada vez que se adicionava um valor de dgua, faltaria exatamente este mesmo valor para
preenché-la. Logo, nao seria possivel chegar a 2000mL. Portanto, definimos que a Progressao

Geométrica seria infinita.

A partir desta ideia, introduzimos a ferramenta necessaria para efetuar o calculo da soma

infinita lim,,_,.,. Nesse caso, primeiramente apresentamos a expressao de forma intuitiva por



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 255

meio do quadro e depois explicamos que ela faria com que o nimero de termos fosse tao grande
quanto quisessemos. Explicamos como leriamos a expressao (limite quando n tende ao infinito).

Logo, aplicando essa ideia nas expressoes ja construidas obteriamos:

1\ (=1
lim a, = limy;— 001000 - <> =

n—00 2

lim a, =0
n—oo

Temos ainda, de (5)

lim S, = (—2000) - (—1) = 2000.
n—oo
Deduzimos junto aos alunos o porqué de substituir o valor por zero. Demos o exemplo
de uma bala sendo repartida; quanto maior o nimero da reparticdao, mais préximo de zero os
pedagos de bala seriam. A expressao faz com que o nimero de repartigoes seja muito grande,
se levarmos nossa divisao ao infinito, o limite serd zero, ou seja, nos aproximamos de zero, mas
nunca chegamos a zero e nem passamos dele. Com isso, a ferramenta de limite nos permite
substituir o valor por zero. Portanto, descobrimos um limitante para a sequéncia que havia
sido apresentada e determinamos o “teto” esperado na realizacao do experimento. Em seguida,
utilizamos a mesma ideia na expressao geral da soma finita. Deduzindo qual expressao resultaria

caso —1 < ¢ < 1, onde q ¢é a razao, obtendo

lim S, = lim [al(q_l)} N

n—00 n—00 q— 1
-(0—1

lim S, = a1 )

n—o00 qg—1
-(—1

lim S, = L() -

n—00 q— 1

lim S, = —a

n—00 q— 1

lim S, = !

n—00 1—gq

Ao final, concluimos a atividade expondo a sala o relato do aluno 5, o qual a maioria
concordou com a opiniao do colega. Portanto, concluimos que o objetivo de tornar a atividade
significativa gerou bons resultados em boa parte dos alunos presentes, sendo que a todo momento

houve participacao e interagao tanto no experimento como na deducao dos conceitos.
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Resumo: Neste trabalho constam apontamentos e consideragoes referentes
a algumas atividades realizadas durante o estagio supervisionado desenvol-
vido por alguns dos autores desse texto em uma turma de 2° ano do Ensino
Médio. Resolucao de problemas e atividades lidicas, foram escolhidas para
embasar as atividades desenvolvidas para ensinar o conteido de matrizes,
por isso, a parte a fundamentacao tedrica desse trabalho aborda esses temas.
Consideramos, que matrizes é um tépico do curriculo do qual nao vemos
muitas aplicagoes, por isso a tentativa de aborda-lo utilizando resolucao de
problemas e atividades ltidicas na sala de aula. Divulgar o trabalho realizado
tem a intencao de servir de incentivo a trabalhos futuros.

Palavras-chave: Resolucao de problemas; atividades lidicas; Matrizes.
1 Introducao

Neste trabalho apresentamos algumas atividades que foram realizadas numa turma de
segundo ano do Ensino Médio de um colégio publico da cidade de Cascavel-PR. Trata-se de
algumas atividades desenvolvidas durantes o estigio supervisionado de dois dos autores desse
texto, que aconteceu durante o primeiro semestre do ano letivo de 2017, referente a disciplina de
Metodologia e Pratica de Ensino: Estdgio Supervisionado II. Além das atividades de observacao
e de projeto realizadas na escola, os estagiarios foram responsaveis por ministrar 18 horas-aulas,

na turma de segundo ano.

O conteudo trabalhado na regéncia foi matrizes, mais especificamente, classificagdo de
matrizes, soma, subtracao e multiplicacdo de matrizes, matriz oposta e transposta, igualdade
entre matrizes e determinantes pelo método de Sarrus e de Laplace. Seguimos estes contetudos
utilizando o livro “Novo olhar Matematica”, de Joamir Souza, que ¢é a colecao de livros utilizada

na escola para a disciplina de matematica nesse ano.
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Para comecarmos o nosso estagio, pensamos em fazer algumas atividades interessantes
e que oportunizassem uma apropriagdo mais significativa dos conteudos. Sabiamos que nao
seria uma tarefa facil apresentar matrizes e determinantes de maneira diferente, visto que sao
conteudos que, de modo geral, sao ensinados de maneira tradicional e tém aplicacdes dentro da
propria matematica. Entretanto comegamos a pensar como ensinar de uma maneira diferente e

decidimos utilizar em parte das aulas a metodologia de Resolucao de Problemas.

Manter o interesse dos alunos pela aula é um dos maiores desafios para um professor
de matemadtica. Pensando em resolver este desafio, preparamos uma atividade que envolvia
aspectos ludicos e que pudesse servir de estopim para apresentarmos os conceitos iniciais sobre

matriz por meio de atividades que pudessem despertar o interesse dos alunos.

Para a atividade, nos baseamos em um exemplo de aplicacao contido no livro didatico
usado pelos alunos, no qual, as imagens digitais eram abordadas como matrizes, nas quais a
ordem representava a resolugao da imagem e cada elemento da matriz sendo um pixel, um ponto
luminoso colorido. Nesta ideia, encontramos uma imagem quadriculada na internet, criamos
uma legenda relacionando cada cor com um nimero e construimos uma matriz para representar
tal imagem.Com esta matriz e a sua legenda em maos, os alunos deveriam pintar cada elemento
com a cor correspondente para encontrar a imagem desejada, além de dar instrugoes de como
localizar um elemento especifico desta matriz. A imagem que escolhemos foi uma do personagem
da franquia “Super Mario”, pois consideramos que a maioria dos alunos conhece esse personagem,

portanto poderia ser algo mais atrativo.

Além de introduzir os conceitos relacionados ao estudo das matrizes, conseguimos envol-
ver e estimular os alunos na resolucao das tarefas, obtendo a atencao deles, o que para nds foi

essencial para o prosseguimento das demais atividades.

2 Resolucao de Problemas - a metodologia adotada

Nem todas as atividades que planejamos para ensinar matrizes foram atividades Iudicas.
Mas sempre que possivel, buscamos fazer uso também da resolucao de problemas, por exemplo,

ao tratarmos de multiplicacdo de matrizes e multiplicacao por escalar.

Devemos propor aos estudantes varias estratégias de resolugao de problemas,
mostrando-lhes que nao existe uma tunica estratégia, ideal e infalivel. Cada
problema exige uma determinada estratégia. A resolucdo de problemas néo se
deve constituir em experiéncias repetitivas, através da aplicacao dos mesmos
problemas (com outros nimeros) resolvidos pelas mesmas estratégias. O inte-
ressante é resolver diferentes problemas com uma mesma estratégia e aplicar
diferentes estratégias para resolver um mesmo problema. Isso facilitard a acao
futura dos alunos diante de um problema novo. (DANTE, 1991, p.52)

Um dos fatores que nos levou a trabalhar com resolucao de problemas foindo querermos
simplesmente escrever defini¢bes no quadro e fazer com que os alunos simplesmente repetissem

procedimentos e nao aprendessem de maneira mais significativa.

Para Meneghetti (2011) a resolucdo de problemas como metodologia surge para alterar
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a postura do ensino tradicional, na qual os problemas sao simplesmente propostos e resolvidos
e sugere-se que questionem as respostas obtidas e os proprios problemas propostos, enfatizando

o processo de descoberta e nao simplesmente a resposta ou o produto final.

Quando trabalhamos com resolucao de problemas, estamos possibilitando que os alunos
construam seu proprio conhecimento, fagam suas préprias conjecturas e nao sejam meramente
repetidores. Baseando-se neste fato, Dante (1991, p.25) afirma que é possivel por meio da
resolucao de problemas desenvolver no aluno iniciativa, espirito explorador, criatividade, inde-
pendéncia e a habilidade de elaborar um raciocinio légico e fazer uso inteligente e eficaz dos
recursos disponiveis para que ele possa propor boas solucoes as questoes que surgem no seu

dia-a-dia, na escola ou fora dela.

O uso de resolucao de problemas é algo que sempre estd em discussao pelo fato de ser
muito 1til no aprendizado dos alunos, tanto que no PCN de matematica do Ensino Fundamental

seu valor é ressaltado:

A resolugao de problemas, [...] possibilita aos alunos mobilizar conhecimentos e
desenvolver a capacidade para gerenciar as informagoes que estao a seu alcance.
Assim, os alunos terao oportunidade de ampliar seus conhecimentos acerca
de conceitos e procedimentos matematicos bem como de ampliar a visao que
tém dos problemas, da Matemaética, do mundo em geral e desenvolver sua
autoconfianca (BRASIL, 1998, p.40).
No contexto da resolucao de problemas, um problema pode ser entendido como qualquer
tarefa ou atividade para o qual os estudantes nao possuem métodos ou regras prescritas ou

memorizadas, nem a percepc¢ao de que haja um método especifico para chegar a solucao correta.

Baseando-se nessas ideias, usamos uma atividade na qual era necessério calcular o custo
de producao de determinados produtos de uma confeitaria, para isto as informagoes necessarias
eram dispostas em duas tabelas: uma com a informacao dos valores de cada ingrediente e a
outra com a informacao da quantidade necessaria de cada ingrediente na fabricacao de cada
produto. Para encontrar os valores procurados, era necessario realizar uma multiplicacao de
matrizes, mas mesmo sem conhecer esta operagdo, os alunos eram capazes de chegar a uma

solucao trabalhando de forma intuitiva.

Para Dante (1991) é muito comum os alunos saberem efetuar os algoritmos e nao conse-
guirem resolver um problema que envolva um ou mais desses algoritmos, devido a maneira como
os problemas matematicos sao trabalhados na sala de aula e apresentados nos livros didaticos,
muitas vezes apenas como exercicios de fixacao dos conteidos trabalhos. No caso descrito, os

alunos chegavam aos resultados sem precisar de algoritmos.

Um problema pode envolver muito mais do que somente a aplicacdo de algoritmos e
repeticao de procedimentos, ele deve sim possibilitar aos alunos que pensem, conjecturem e

planejem suas préprias alternativas de resolucao, nao focando simplesmente na resolucao final.

No sentido motivacional, nossa proposta foi a de proporcionar aos alunos o gosto por
estudar Matemaética, fazendo com que as atividades diferenciadas fossem também um caminho
entre o saber matematico e o aluno, considerando nivel de escolaridade dos alunos do Ensino
Médio.
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3 As aulas

Na tentativa de fazer algo que chamasse a atencao dos alunos desde a primeira aula,
preparamos atividades que os levassem a reconhecer situacoes que envolviam matrizes e a sua
importancia em areas tecnoldgicas, sem deixar de ensinar definicao, notacao e termos de uma

matriz.

Iniciamos a aula abordando um assunto que, acreditdvamos ser do conhecimento geral
dos alunos: resolucao de imagens. Primeiramente perguntamos aos alunos se eles entendiam o
significado dos valores 1/4p, 240p, 360p, 480p, 720pHD, 1080pHD. Varios deles deram respostas
afirmativas, dizendo que tinham visto videos com essas informacoes. Completamos dizendo que
representam algumas das principais resolucoes de telas, assim como resolucoes de videos em

plataformas como o YouTube.

Neste momento, para que os alunos entendessem o significado do que foi falado os ques-
tionamos sobre pixels, e alguns responderam que eram partes da imagem. Explicamos entao,
que é a menor parte de uma imagem digital com informacoes que determinam a sua cor, sendo
que a partir de trés cores bésicas (vermelho, verde e azul) é possivel gerar mais de 16 milhoes
de possibilidades de cores. Por serem pequenos pontos de luz, préximos uns aos outros, acabam
sendo praticamente imperceptiveis a olho nu. Desta maneira, quanto maior a quantidade de

pixels melhor é a qualidade de uma imagem.

Assim, voltamos ao questionamento anterior, explicando que aqueles valores apresentados
eram parte de expressoes do tipo: 144x256, 240x427, 360x640, 480x853, 720x1280 e 1080x1920,
que representam a quantidade de pizels de uma imagem. Explicamos com um exemplo, que o
termo 720p significa que a imagem ¢é formada por 720 linhas e 1280 colunas de pizels, totalizando
921600 pizels.

Para exemplificar a diferenca que isto causa na percep¢ao, trouxemos no material im-

presso para os alunos uma imagem comparativa, porém com valores adaptados:

1X1 252 S5X5

10X 10 20X 20 50 X 50 100 X 100

El®

Figura 1: Comparativo de resolugoes

Fonte: Os autores

Explicamos que cada pizel carrega as informacoes da cor que representa e que arranjos
como estes sao representados matematicamente como matrizes, conceito que definimos no final

da aula.
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Na sequéncia, iniciamos a segunda parte da atividade, na qual constava a seguinte tabela,

em que cada elemento do quadro é comparado com um elemento de uma matriz de mesma ordem.

Quadro 1: Quadro para colorir

0o,0(0j0{0}j14141|1{1(0(0|0J0]0]O0
oj0(0j0f{1}j1y1fy1|1{1j1{1{1,0|010
0/]0(0|04]|4(4]2(2]52]0(0]0|0]0
0010|4242 |2|2|5]22[2|0]0]0
0101042442225 (2[22]|0]0
0/]0]0|04]|22]|2[2|5|5|5|5[0|0]0
0j0j0|10j0|2(2]2(2(212]0(0]0|0]0
0jojojoj1j1(3|1(1{341}1({0{0|010
ojojo|1j1j1(3|1(1{341j1(1{0/010
ojoj1ry1}1|1(3|3(3(3|1]1(1]1,010
0021211363363 ]1(2]2|0]0
010121212333 [3(3|3]2(2[2|0]0
0101223333333 [3[22]|0]0
0/0(0]0{3]33|0|0(33[3[010]0]0
0/0(0|4(4|4(0|]0(0|0|4]4|4]0|0]0
0/0(4|4/4|4(0]0(0]|0|4]|4(4]4/0]0

Fonte: Os autores

Definimos que cada niimero no quadro representava uma cor de acordo com a legenda
seguinte e utilizando lapis de cor, os alunos foram orientados a pintar cada elemento com a cor
representada pelo nimero dentro da célula (0 - branco;l - vermelho;2 - rosaclaro;3 - azul;4 -

marrom;5 - preto;6 - amarelo). A imagem obtida foi:

Figura 2: Super Mario
Fonte: https://i.pinimg.com/originals/{7/4f/66/{74f6605a51b2e37fbb0beffd1{691f5.png

Depois de pintar as células, os alunos deveriam responder as questoes:
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e Localize uma célula pintada de cada cor (branco, vermelho, rosa claro, marrom, preto e

amarelo) e escreva instrugoes para encontra-la.

e Existe alguma maneira padronizada para dar tais instrugoes? Em caso afirmativo diga

qual, em caso negativo diga no que este padrao poderia contribuir.

Quanto a primeira questao, alguns alunos nao conseguiram responder, pois nao conse-
guiram formular uma maneira de dar a localizagdo das células, ja outros, tiveram algumas ideias
para tal tarefa. Dentre os comentarios que pudemos observar destacaram-se: enumerar as linhas
e as colunas, ou entao, enumerar as linhas e relacionar letras para as colunas, ou vice-versa, ou

simplesmente enunciar o ordinal correspondente da linha e da coluna da célula escolhida.

A questao que tratava sobre a utilidade de haver uma maneira padronizada de referenciar
tais elementos, tinha a inten¢ao de que os alunos entendessem a importancia de tal padronizagao.

Alguns responderam que serviria para que todos usassem a mesma linguagem.

Ao final da aula, apresentamos a definicdo de matriz, juntamente com a notagéo e re-
presentacao dos seus elementos, relacionando com a atividade realizada, ou seja, primeiramente,
escolhemos uma célula do desenho e pedimos aos alunos que nos dissessem qual era o elemento
associado a ela, isto é, a linha e a coluna, nesta ordem, as quais a célula pertencia. Inversa-
mente, apresentamos um elemento da matriz associada e pedimos aos alunos que dissessem a

cor presente nesta célula.

De modo geral, a maioria dos alunos teve um pouco de dificuldade para entender a ma-
neira como se localiza um elemento de uma matriz, no entanto, apds as devidas explicagoes,
eles conseguiram compreender e perceber a importancia da notagao utilizada. Depois apresen-
tamos a definicdo de matrizes, presente no livro didatico utilizado pelos alunos e a representagao
genérica de uma matriz A de ordem m x n.Nas duas aulas seguintes, foram resolvidos exercicios

que tratavam de tipos de matrizes e de operacoes de adicao e subtracao.

Para abordar multiplicacao de matrizes e multiplicacdo de matriz por um escalar prepa-
ramos uma atividade que envolvia resolucao de problemas. Tratava-se de um problema referente
a um estabelecimento comercial, custo de producao e lucros, que era o seguinte: Um novo centro
comercial esta sendo construido na cidade de Cascavel, no estado do Parana com alguns pontos
de venda na praga de alimentacao ainda vagos.Seu Jerénimo, que se aposentou recentemente,
tem interesse em investir em uma confeitaria. Para isto, decidiu pesquisar, com seu amigo
Emanuel, a respeito dos rendimentos deste ramo comercial. Emanuel, para demonstrar como

administra as vendas de seu negdcio, mostrou-lhe as tabelas a seguir:

Quadro 2: Quantidade de ingredientes

Ingredientes
Ovos | Farinha | Leite | Chocolate | Agtcar
2 Torta 0 2 3 5 3
E Bolo 4 3 2 4 2
2 | Brigadeiro 0 0 3 5 4
A Rocambole 3 3 5 4 2
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Quadro 3: Prego dos ingredientes

Ingredientes | Prego
Ovo 0,20
Farinha 0,35
Leite 0,25
Chocolate 1
Actcar 0,35

Baseando-se nas tabelas, era preciso responder: 1) O que é possivel perceber sobre a
quantidade de linhas e de colunas de cada quadro? 2) E possivel representar matematicamente
estas informagoes por meio de algum conteiido estudado? Se a resposta for afirmativa, faga esta
representagao. 3) Como podemos calcular o prego de produgao de cada produto da confeitaria?
Represente estas informagoes da mesma maneira como no item anterior. 4) Para cobrir os
demais custos do estabelecimento, seu Jeronimo deve vender seus produtos com um valor 10%
maior do que o custo de produgao. Calcule qual deve ser este preco de venda para cada produto
e represente estas informacoes da mesma maneira como nos itens anteriores. 5) Pensando em
obter algum lucro com a venda de seus produtos, Seu Jeronimo decidiu vendé-los 25% mais caros
do que o valor necessario para cobrir os seus custos. Calcule qual deve ser este preco de venda
para cada produto e represente estas informacoes da mesma maneira como nos itens anteriores.

Qual é o ganho liquido de cada produto?

Nesta atividade, os alunos deveriam representar matricialmente as informacoes contidas
nas tabelas, além de calcular o custo de producao de cada um dos produtos e representar ma-
tricialmente também. Por tras destes calculos, estava implicita a operacao de multiplicagao de
matrizes. Apds encontrar o custo de producdo, os alunos deveriam calcular o valor de venda des-
tes produtos, primeiramente, com um acréscimo de 10% sobre o preco de custo, valor necessario
para cobrir as demais despesas do estabelecimento e, em seguida, um novo acréscimo de 25%,
visando a obtencao de lucro por parte do dono do negécio. Nestes calculos, estava implicita a
operacao de multiplicagdo de uma matriz por um escalar. Por fim, os alunos deveriam calcular

o lucro obtido com cada produto, realizando uma operacao de subtracao de matrizes.

Foram utilizadas para essa atividade duas horas-aula. Tinhamos levado as atividades
impressas, com o objetivo de no final da aula recolher as folhas para verificar como os alunos
tinham se apropriado do contetido, as principais duvidas e erros cometidos, para que no seguinte

pudéssemos ajuda-los de maneira mais objetiva.

Percebemos durante a verificagao destas atividades e mesmo durante as aulas destina-
das a resolucao dos problemas que nem todos os alunos conseguiram utilizar corretamente as
informagoes das tabelas para calcular o que era pedido, principalmente no caso de calculo do
custo de producao. Alguns alunos acabaram calculando nado o gasto necessario para produzir
uma unidade de cada produto, mas o valor gasto com cada ingrediente para a producao de
uma unidade de cada produto, como na imagem seguinte, em que em rosa é possivel ver os
acréscimos realizados pela aluna, quando percebeu que o que tinha feito até entdo nao era a

resposta adequada.



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 264

Figura 3: Exemplo de resolugao feito por um aluno

Fonte: Os autores

Varios outros realizaram os calculos corretamente, mas ao seu modo, como ilustrado nas

imagens seguintes.

Figura 4: Outra maneira de solucao utilizado

Fonte: Os autores

Figura 5: Modo diferente de resolu¢ao do exercicio

Fonte: Os autores

Até esse momento da aula, os alunos mesmo sabendo que o conteido envolvido era
matrizes, ndo tinham visto nenhum modelo de como organizar os dados para fazer a multiplicagao
de matrizes. Entao como representado nas imagens, cada um deles organizou do modo que
considerou mais conveniente. A formalizacdo desse conceito, bem como da multiplicagdo por
escalar foram realizadas na aula posterior, utilizando como exemplos as préprias questoes da

atividade.
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4 Consideragoes finais

Pudemos notar que quando trabalhamos com a resolucdao de problemas, e até mesmo
com as atividades lidicas, como nossa primeira atividade, os alunos conseguem sistematizar de
maneira mais eficiente os conteidos que lhes sao passados. Issonos leva a pensar que vale a pena
dedicarmos um pouco mais de tempo das nossas aulas, para que possamos fazé-las com mais
significado, para que nao sejam apenas a mostracao de férmulas e defini¢oes, mas para que os
alunos possam por si préprios, com situacoes cotidianas e mais préximas da realidade, resolver

matematicamente a situagao.

A resolugao de problemas permite que os alunos estejam livres para pensar emcomo
resolver as tarefas, e nao simplesmente em resolver de uma maneira que lhes foi passada como
modelo. Percebemos que quando nao se trabalha com um modelo rigido, geram-se uma variedade
de resposta e de formas de organizacao dessas respostas que surpreende o professor. Foi o que

aconteceu conosco e estd representado nas imagens colocadas no texto.

Apébs todos estes estudos percebemos que os alunos que conheciam pouco, ou pratica-
mente nada a respeito de matrizes, conseguiam ja resolver as operagoes e entender bem do que se
tratava. Nas palavras da professora regente da turma, na qual o estdgio aconteceu, seus alunos

agiram naturalmente,

[...] nd@o se sentindo em momento algum, inibidos pela presenga de outros
professores em sala de aula, mostrando interesse e um bom desempenho em
relacdo as atividades que lhes foram propostas, tornando as aulas um momento
de aprendizagem e oportunidade de compreensao do significado do contetido
ensinado. “Pude perceber que ao final do periodo do estagio ocorreu a compre-
ensao do contetddo abordado sendo possivel, tranquilamente, dar continuidade
ao assunto nas aulas seguintes. A experiéncia mostra o quanto é importante
diversificar as maneiras de trabalhar os conteliidos em sala de aula, e como os
alunos tem interesse por aprender, se forem incentivados a fazé-lo.” (Professora
regente)

Por depoimentos como esse e também por perceber o quanto é importante para os alunos
que estao em formacao, preparando suas primeiras aulas, testarem metodologias e abordagens
diferenciadas, que mesmo com dificuldades, entendemos ser necessaria a utilizacao da Resolucao

de Problemas, bem como de outras metodologias para se ensinar matematica.
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Resumo: O calculo fracionario é um campo da matemdtica que estuda a
extensao do conceito de derivada e de integral para uma ordem fraciondria.
Nas ultimas décadas diversos autores mostraram que a modelagem feita a
partir do céalculo fracionario oferece uma descricao mais fina de fendmenos
naturais que aquela feita a partir do calculo usual. Para o estudo das solucoes
de EDOs de ordem fraciondria, torna-se necessario o estudo de Transformada
de Laplace e das funcoes de Mittag Leffler, que aparecem naturalmente como
solugao de varias EDOS. As fungoes de Mittag Leffler a um parametro sao
também chamadas de exponencial generalizada, pois Fi(z) = €*. O es-
tudo dessas funcoes envolve outros temas importantes, como funcao gama,
convergéncia de integrais impréprias, convergéncia de séries de poténcia e
representagao de fungoes por série de poténcia. O objetivo deste trabalho
é mostrar que a fungdo E,(x) converge para ée””l/a conforme x aumenta,
senao para qualquer «, pelos menos para alguns valores especificos de a,

mais precisamente, para o = % com k € N.

Palavras-chave: Séries de poténcia; Funcoes de Mittag-LefHer.

1 Séries infinitas

Nesta secao definiremos série infinita de nimeros reais, e apresentaremos alguns resulta-
dos importantes, tais como os testes de convergéncia de séries.

(o)
Definicao 1. seja ) U, uma série infinita e S,, sua sequéncia de somas parciais. Entao, se

lim S, existir, e for igual a 5, dizemos que a série dada serda convergente, sendo S a soma da
n—oo

série infinita dada. Se lim S, nao existir, a série serd divergente e nao terd uma soma.
n— o0

Para determinar se uma série é convergente ou divergente, dispomos de alguns métodos.

o0
Teorema 2. Se a série infinita Y U, for convergente, entdo li_>m U,=0.
n=1 n—eo

Esse teorema é bastante util para mostrar que uma série diverge, pois se lim U, # 0
n—oo

oo
podemos concluir que Y U, é divergente.
n=1

'Bolsista do programa de Iniciagao Cientifica ¢ Mestrado - PICME-CNPq/CAPES
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o0
Definicao 3. Dizemos que a série infinita »_ U, serd absolutamente convergente se a série
n=1

[e.°]
>~ |U,| for convergente.
n=1

Ainda, podemos afirmar que se uma série for absolutamente convergente, ela devera ser

convergente, de acordo com o préximo teorema.

o0
Teorema 4. Se a série Y U, for absolutamente convergente, ela serd convergente e <

n=1

> Un
n=1

[e.°]

> |Uy|. Assim, podemos utilizar dos testes da razdo e da raiz para determinar se uma série €
n=1

absolutamente convergente.

o0
Teorema 5 (Teste da Razao). Considere a série >, Uy, com U, # 0, ¥n € N.

n=1
. Un+1 JU_. .
1. Se lim =L <1, entao > U, € absolutamente convergente.
n—oo | Uy, n=1
U. 00
2. Se lim |—FL| = L > 1, entio > Uy, diverge.
n—oo | U, n=1
. Un+1 .. .
3. Se lim =1, o teste € inconclusivo.
n—oo | U,

Teorema 6 (Teste da Raiz). Seja ) U, uma série, U, # 0,Yn € N

n=1

o0
1.8e lim {/|U,| =L <1, entao ) U, € absolutamente convergente.
n—oo

n=1
[e.e]
2. Se lim {/|U,| =L >1, entio > U, diverge.
n—00 n=1
3. Se lim {/|U,| =1, o teste € inconclusivo.
n—oo
Teorema 7 (Teste da Comparagao). Sejam as séries > an, » by €Y ¢y, de termos positivos,
entao

1. Se > by for convergente, e > an, < > by para todo n inteiro positivo, entao Y a,

serd convergente.

2. Se > ¢y for divergente, e se Y an > Y ¢ para todo n inteiro positivo, entdo ) ap

serd divergente.

Séries de Poténcias:

As séries vistas até entao envolvem apenas termos constantes. Vamos analisar agora um

tipo de série de termos varidveis chamado de séries de poténcias.

(o]

Definicao 8. A série Y dp(z —a)” , com = € R varidvel, a € R fixo e d,, uma sequéncia, é
n=0

denominada série de poténcia.

o0
Para a = 0, a série de poténcia fica ) d,z".
n=0
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Ao tratar desse tipo de séries, estamos interessados em saber quando essas séries conver-

gem ou divergem. Para isso podemos utilizar algum dos testes mencionados.

o0 n
Exemplo: )’ (—1)”37 2™ é uma série de poténcias.
n=0

Aplicando o teste da raiz, temos

.2
= lim —|z|.
n—oo J

()2
311

lim ¢ zm
n—oo

Pelo teste da raiz, a série de poténcias serd absolutamente convergente qualquer que seja

2 3
x € R tal que §]x| < 1. Ou seja, para todo = € R tal que |z| < 3

Sobre a convergéncia de uma série de poténcias, temos trés possibilidades, enunciadas

no teorema seguinte.

58]
Teorema 9. Seja > d,x" uma dada série de poténcia. Entao uma, e somente uma das se-

guintes afirmacoes € verdadeira:
1. A série converge para r = 0;
2. A série € absolutamente convergente para todos os valores de x;

3. FExiste um numero R > 0 tal que a série é absolutamente convergente para todos os

valores de x para os quais |x| < R e é divergente para todos os valores de x para os quais |x| > R.

Ao conjunto de todos os valores de x para os quais uma determinada série de poténcias
é convergente, chamamos intervalo de convergéncia da série de poténcias. O ntimero R do
item (iii) do teorema anterior é denominado raio de convergéncia da série de poténcias. Se

o item (7) for verdadeiro, R = 0; se o item (7i) for verdadeiro, entdo R = oo.

Uma dada série de poténcias define uma fungdo que tem como dominio o intervalo de

convergencia.

2 Equacoes Diferenciais

Nesta secao, apresentaremos algumas ideias elementares acerca das equagoes diferenciais,

evidenciando alguns resultados de nosso interesse.

Defini¢ao 10. Uma equagao que envolve uma ou mais varidveis (independentes) e as derivadas

de uma ou mais funcoes destas variaveis, é dita uma equacao diferencial.

Definicao 11. Uma equagao diferencial ordinaria envolve derivadas de uma fungao de uma sé
varidvel independente. A ordem de uma equagcao diferencial é a maior ordem dentre as derivadas

da equagao.

Teorema 12. Sejam a,(x), an—1(x),...,a0(x) e g(x), continuas em um intervalo I, com a,(x) #

0 para todo x € I, entdo existe uma unica solu¢ao y(x) no intervalo I para o PVI (problema de
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valor inicial).
{ an(2)5Y + ..+ a1 (2) 2 + ag(z)y = g(x)
y(20) = ¥0, ¥ (£0) = Y1, -+, ¥V (w0) = Y1

3 Funcao Gama
A funcdo gama pode ser vista como uma extensao para os nimeros reais para a funcao

fatorial, uma vez que a funcao fatorial estd definida apenas no conjunto dos naturais.

Definigcao 13. A funcao gama associa a cada a cada nimero real positivo o nimero representado

por I'(x) determinado pela integral imprépria

F(:E):/ t*te~tat.
0

Proposicao 14. Para qualquer que seja x € R, com x > 0,a integral impropria

o0
/ t*~le=tdt
0

converge.

E importante observar que a fungao gama é crescente para x > 2, e estritamente decres-

cente para 0 < x < 1.

Proposicao 15. Se x > 0, entdo I'(x + 1) = a2['(z).

Baseado nessa proposicao, podemos enunciar o seguinte corolario, que mostra a relacao

da funcao gama com a funcao fatorial.

Corolério 16. Sen € N, entdao I'(n) = (n — 1)!.

4 Funcoes de Mittag-Leffler

Nesta secao introduziremos a funcao de Mittag-Leffler a um parametro, e alguns resul-

tados envolvendo a mesma.

Definigao 17. A funcao de Mittag-Leffler para um parametro real a > 0 é a fun¢do que a cada

x € R associa o numero real E,(x) dado por

[o¢] :L'k
Eo(z) = kzowm

Note que para o = 1, temos que
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o que nos permite interpretar a funcao de Mittag-Lefller a um parametro como uma genrealizacao

da funcao exponencial.

Antes de estudar as propriedades dessa func¢ao, é importamte verificar a convergéncia da

série que a define.

Proposicao 18. Para quaisquer z,a € R, com a > 0, a série
oo
= I‘ ak +1)

€ convergente.

Prova. Considere v > 1. Nesse caso, para k > 1 temos que ak+1 > k+1 > 2. Como a funcao
gama é crescente para x > 2, entdo temos que I'(ak + 1) > T'(k + 1) = k!, donde

1 1
I
Mak+1) = K
e portanto

o (o] ’

2 Tkt 1) T( ak + 1) Z lT

k=0

00 ‘ k
Como Z —— é convergente qualquer que seja z € R, entao, pelo teste da comparacao
k

de séries, Z T

ﬁ ¢é absolutamente convergente, qualquer que seja x € R quando o > 1.
Q@

Vamos agora considerar o caso em que « € (0,1). Seja kg € N tal que 1 < akp, entdo

n < anky, qualquer que seja n € N. Assim

0o ko—1 |$k| 2ko—1 | k| 3ko— ‘ k|
kzol“ak~|—1 _kzol“(ak+l)+k2; T(ak + 1) Z T(ak + 1)
- - o ;

FEm cada somatoério no segundo membro, temos que k > nkyg = ak+1 > anky+1 >

n+ 12> 2, e como a funcao gama é crescente quando o argumento é maior ou igual a 2, entao

I(ak+1) >T(anky+1) >T(n+1) =n!

Assi 1 < 1
1m, ——————— —
B Tk r1) Sl €
00 ko—1 ko — 1 3ko—1
POETELEI Dpts D D +z‘l"“'+
- . 7‘ ces
— I(ak+1) — r ak—l—l = ! syl 3!
ko—1 |.Tk| k‘o 1 k 2k ko—1 .
:k—or(ak+1 21 ZH 3| Z| |
ko—1 |£C|k |J;’(n 1k P( )
— X
1
— I(ak+1) = n

ko—1

sendo P(z) = Y aF =1+a+a2+23 .. b1,
k=0
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Olhando para o tltimo membro, 0 primeiro somatoério é finito, e portamto converge.A

segunda parte também converge. Logo, a funcdo de Mittag Leffler converge, para quaisquer

z,a € R. ]

Provamos que a funcao de Mittag Lefller a um parametro converge, entretanto, nao
sabemos ainda para quais valores converge. Para isso, vamos estudar os métodos utilizados por

Wiman (1905), que apresentou uma ideia sobre esse assunto.

Assim como Wiman, vamos considerar a fungdo E,(x) para o caso particular do

A . . 1 1 1
parametro «, com « racional. Seja o = z com k € Z, vamos provar que E,(x) — —e®“.
Q@

k
Logo, queremos provar que E1(x) converge para ke® , quando z — o0.
k

Primeiro mostraremos que a funcao y = F 1 (x) satisfaz a equagao diferencial linear de

primeira ordem dada por

dy k—1 .73“_1
=k ly + k& -
ou b1
@ k k‘—]_y =k xu;1
dx —1 P(E)

com a condigao inicial y(0) = E,(0) = 1.

De fato, se

entao

=T +1) —T(F+1)
o0 n—1 o0 n—1 o0 n+k—1
nT nT kx
= — + _ — .
ZF(%+1) %F(?Hl) ZF(%le)

n=0

O somatdrio a partir de k no ultimo membro pode ser reescrito como

i nx1 B io: (n+ k,)$n+k—1

= (R+1) T2tk +1)
B i (n + k)$n+k_1
N L(E+1+1)

B i (n_i_k)anrkfl & kxn+k71

(F+DL(F+1)  ZT(G+1)

Assim, voltando na equacao diferencial, temos

dy - kol n—1 . i a1 i fpntk—1
dy 4ok, N~ N _nat o ke
dz Y F(E+1)  =TEF+1) = TE+1)
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k—1 nxn—l kl’n—‘rk 1 00 kl’n—"_k_l
— L(2+1) o L(x+1) vt D(%+1)
k-1 =1 s G N A
—T(F+1) ZI(R) Z TR

E, portanto, y = F1 (@) satisfaz a equacao diferencial dada. Por outro lado, aplicando os
k

métodos usuais de resolucao de equagoes diferenciais de 1¢ ordem, temos que, dada a equacao

dy _ k1y+kzu

dz L(3)’
multiplicando a ED pelo fator de integracao e~®" obtemos
k=1 -1
—zk dy —zk k—1 —zk L
— —e T kx"ly=e"k
dx ; (%)
k—1
d k k Ut
= —(ye " )=€e"k
dx vt (%)
k—1
z g . T A u—1
= —(ye % )dz = / ek dz
0 dz 0 ; (%)
T k=1 u—1
_ ok 0 _,k ¥4
=ye ¥ —y(0)e’ = / e "k dz
P
T i k-1 zu—l
= y — 1 + / e—z k dZ .
o Fa T

Do teorema de Picard, a solucao de uma equagao diferencial de ordem 1, sujeita a uma

condicao inicial, é dnica. Logo

Ei(z) = =€ 1+/ ek dz
H T ) 0 ¢ T
Agora, para todo n € N, temos que n = mk + u, com u = 0

1.k — 1.

reorganizando o primeiro somatério com m variando de 0 até co e u =0, 1, ...

Assim,

,k —1 temos

) 2" k—1 [e'e) karu k—1 )
Ey(@)=) frmam = 2 [Z =2 B
i n=0 F(% + 1) u=0 Lm=0 F(m + + 1 u=0 .
e ainda - i o
m. m
EO () — x _ () ok
3 (=) Z T(m+1) Z m! <
m=0 m=0
o que implica
k-1 z LRl o1
EM () =Ei(z)= |1+ / ke ™ > 2 dz]
u=0 k * 0 n=1 F(E)
k-1 [T n—1
= + [ewk/ k _Zk; —~dz
2, @)
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Por comparacao, para u =0,1,....k — 1

T u—1
(u) o Ik _Zk z
Ei’(zx)=e / ke ~dz.
L 0 I'(%)

Assim, se z > 0 segue que para qualquer u > 0 podemos reescrever a equagao

z* z*
B (« —e/k_zk y /k—Z’“ Hd
k k k
Tomando a primeira integral

e g 2U1 1 /Oo k
ke ? —dz = —— ke % zv 1,
/0 I'(%) (%) Jo

o dt .
Fazendo a mudanca de varidveis t = 2, temos que i kzF=1. Assim
z

o) & Zu—l 1 0 & Zu—l
ke ™™ ——dz = — / R p—
/0 F(%) F(E) 0 2kl

o] Zu—l
E(u)(m) = = exk/ ke™* dz
g z I'(%)
X Lu—k
Integrando por partes, tomando kzk-le %" e v = e obtemos
P U
k

[ > k Zu_k_
=e” + / (u—k)e~?
Iz Ja (S0 —1)
—k 00 u—k—1
gk Lk 2
— k d
‘ rw>+é ‘CrE-p”

Assim, obtemos
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T(%) T -1
A xu—k & o) A Zu—k—l }
= — o~ +e" ke ™ — dz|,
Lu> A Y
donde
k—1
Bi(x) =3 E{(x)
u=0
. k—1
- E{ @)+ E(g) (z)
u=1
k—1 u—Fk o) u—k—1
ok & T 2% () Lk 2
=e¥ + e ——~ —€¢" FE (a:)/ ke m dz)
u—=1 F(E) % T F(E'_l)
k=1, u—k oo u—k—1
k k xr k k Z
=e¥ +(k—1)e" ( — +e¥ / ke * — dz>
—=\I'(%) @ L(E -1
k—1 u—k o) u—k—1
k k k Z
= ke® — ( o~ +e” / ke ™ — dz
uzzl F(E) T F(E - 1)

. . . -k _
Tomando a integral definida de = até oo, note que como z > x, entdao e * < e % e

disto segue que

e [ el g [ k k
e’ ke™ —————dz<e¢” / e u—k—lg,
/z L —1) a: I(x-1)

_ 1 [Zu—k]oo

TTHE-DT
mu—k

YN

k

Como v = 1,2,....k — 1, temos que v — k < 0, entdao z*~" é nulo quando z — oc.

Aplicando isto em (2), temos

A kilxu—k
Ei(x) —ke" | <2
: 2T

Como u=1,2,....,k — 1, entao % € (0,1) e portanto I'(#) > 1. Disto

_ k—1 k—1
¥ k

1 : u—k __ -n
F(z)<1:>uzr‘(z)<2x —Zx ,

=1 u=1 n=1
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donde

Observe que o segundo membro da desigualdade vai para 0 quando x — oo, isto é,F 1 (x)

1 1
se aproxima de ke®" A medida que ¥ cresce, para & = . Como o = 7 segue que E 1 (z) se

1
aproxima de ée“ a medida que x cresce.
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Resumo: Este texto tem por finalidade relatar a experiéncia vivenciada nos
Anos Finais do Ensino Fundamental da Rede Publica, no Colégio Estadual
Pacaembu, no municipio de Cascavel, Parand. A atividade aconteceu sob
a orientacao do professor Josemar Santi, supervisor do subprojeto de Ma-
tematica vinculado ao Projeto Institucional de Bolsa de Iniciacao a Docéncia
— Pibid, do Campus de Cascavel da Universidade Estadual do Oeste do Pa-
rand — Unioeste. Os autores deste resumo acompanham o professor supervi-
sor nas turmas de oitavos anos do periodo vespertino. Durante a abordagem
de nimeros racionais, surgiu a questao envolvendo as fragoes geratrizes das
dizimas periédicas. A proposta foi realizada pelo professor regente da turma,
Josemar Santi, por meio de experimentacoes e investigacoes do conteudo, sa-
lientando a aplicagao dos numeros racionais por meio das fracbes geratrizes
das dizimas periddicas.

Palavras-chave: Dizimas Periédicas; Conjuntos Numéricos; PIBID.

1 A situacao vivida e os conflitos gerados

Um dos objetivos desse trabalho é a reflexdao sobre os conceitos de Nimeros e Algebra,
abordados nos anos finais do Ensino Fundamental, com o intuito de discutirmos a problematica
“0,999... éigual a 17” Ao explorar conjuntos numeéricos, particularmente o conjunto dos nimeros
racionais, expressos nas formas decimais e fraciondrias nos deparamos com as fracoes geratrizes
das dizimas periddicas e a problematica surgida a partir dessa exploracao. Tal problemética se
contextualiza em dois oitavos anos do ensino regular, onde acompanhamos e realizamos inter-
vengoes proporcionadas pelo Programa de Bolsas de Iniciacao a docéncia - Pibid, supervisionados
pelo professor regente das turmas e orientados por professores universitarios da Unioeste, cam-

pus Cascavel. Os contetidos organizados em cada ano do ensino fundamental estao arrolados

!Bolsista de Coordenacéo de &rea do Subprojeto de Matemaética, Campus Cascavel.
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nas Diretrizes Curriculares da Educagao Basica (PARANA, 2008), que consideram Numeros
e Algebra como sendo um conteiddo estruturante. O documento chama a atengao para a im-
portancia da pratica da articulacao e contextualizacdo dos conteidos. Contudo ressalva que o
contexto seja apenas o ponto de partida para o desenvolvimento do pensamento abstrato e da
posterior sistematizacao do conhecimento. Adverte sugerindo que “aquilo que lhe parece sem

sentido seja problematizado e apreendido” (PARANA, 2008, p.28), conforme discute Ramos:

Quando se parte do contexto de vivéncia do aluno, é preciso enfrentar as con-
cepgoes prévias que eles trazem e que, mesmo consideradas como conhecimento
tacito, podem estar no plano do senso comum, constituido por representacoes
equivocadas ou mesmo limitadas para a compreensao e a explicacao da reali-
dade. (RAMOS apud PARANA, 2008, p.28).

Enfatizamos que no Ensino Fundamental o conteiiddo Numeros e Algebra se desdobra,
entre outros em conjuntos numeéricos e operagoes. Segundo as Diretrizes “Nesse mesmo nivel de
Ensino, é necessario ainda que haja articulagao entre algebra e os nimeros” (PARANA, 2008,
p. 51). Na situacdo que ora relatamos e sobre a qual refletimos, essa articulagao era a proposta
e relacionava a busca pela fracdo geratriz com as equagdes. Encontrar a fracdo geratriz por
meio de equagoes é a alternativa mais utilizada no Ensino Fundamental, onde se desenvolveu a
proposta desse trabalho, sendo as equagoes a conexao entre niimeros e algebra. Esse processo
consiste em denominar a fracao geratriz que queremos determinar, montando uma equacgao do
tipo:

x=0,888...

Multiplicando ambos os lados da igualdade por um nimero conveniente, de modo que
se possa subtrair, do novo resultado, o resultado anterior. Ou seja, se multiplicarmos ambos os

termos da igualdade por 10, obteremos:

10z = 8,888. ..

Entao, subtraindo da primeira equacao a segunda teremos:

9z =8

E, por fim:
8
T = -
9

O professor supervisor que acompanhamos explorou diversas resolugoes similares e, in-
tencionalmente, propos desestabilizar o consenso com a introdugao de uma situagao peculiar que
daria origem a um debate interessante. A atividade consistia em encontrar a fracdo geratriz da
dizima “0,999...7, a qual os estudantes aceitaram e seguiram resolvendo-a. E, para surpresa
dos educandos, classificaram como estranho o que ocorreu: ao tomarem a dizima periddica

“0,999...” e resolverem a equacao, obtiveram:

r=1
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Ao perguntarmos aos estudantes sobre a veracidade de tal igualdade as opinides variavam.
Por vezes, questionamentos surgiam: “Nao é igual. Por que quando fago a conta, da 1?77

2

Assim, foi necessario explicar aos alunos que “0,999...” é igual a 1, nao sé porque aplicando as

alternativas anteriormente citadas, “0,999...” resulta em 1, mas por nao existir nenhum ntdmero

”

real, nem mesmo aproximagoes ou arredondamentos que somado com “0,999...” resulte em 1.
Essas argumentagoes convenceram os estudantes, e também aquietaram aqueles que relutavam
em aceitar o resultado obtido. Os didlogos decorrentes dessa experiéncia nos fizeram refletir

sobre o quanto o professor precisa estar preparado para abordar temas que surgem em aula.

Esses conflitos e argumentacoes geraram reflexdes acerca da abordagem utilizada pelo
professor regente das turmas, em consonancia com as Diretrizes Curriculares para Educacao
Bésica (2008). Nosso aprofundamento neste tema permitiu que compreendéssemos que a apre-
ensao do conhecimento adquirido em contexto escolar, por parte dos estudantes, precisa “en-
frentar o questionamento, colocé-los em cheque num processo de desconstrucao de conceitos e
reconstrucao/apropriacao de outros”, conforme Ramos (p.2, 2004). Assim, a proposta realizada
pelo professor regente das turmas, por meio de experimentagoes e investigagoes do contetdo, sa-
lientou a aplicacao dos nimeros racionais inclusive das fracoes geratrizes das dizimas periddicas,

ressignificando os conceitos no contexto vivenciado por nés e pelos seus alunos.

2 Infinito atual e potencial

Nesse sentido, partimos ao estudo acerca do entendimento daquilo que se considera in-
finito por meio da compreensao das teorias infinito atual e infinito potencial, a fim de nos
fundamentarmos e nos aprofundarmos acerca da escolha metodolégica do professor regente das

turmas.

A concepcéao de infinito potencial nos leva a pensar em sempre acrescentar uma unidade
a mais, um elemento a mais, sem chegar em um “fim”, como no conjunto dos nimeros naturais
em que, qualquer que seja o niumero escolhido, ele sempre terd um sucessor. Hilbert ao redor
de 1925, usou a ideia de infinito potencial para estudar seu paradoxo, o Paradoxo do Hotel de
Hilbert. A definicao de limite foi feita a partir da ideia do infinito potencial, quando trabalhamos
assintotas, por exemplo, em que o grafico da funcao chega tao perto quanto se deseja da assintota,
mas nunca chega a tocé-la, ou seja, a assintota é uma barreira para o maior (ou menor) valor

da funcao.

J& na ideia de infinito atual, desenvolvida por Cantor em torno de 1874, o infinito é algo
existente, concluido, isto é, ja realizado, e nao um processo como no caso do infinito potencial.
Um exemplo seriam as areas de quadrados: se a area nao for um quadrado perfeito, a medida
de seu lado nao serd um nimero racional. Tomemos um quadrado de area 20 cm. Logo, a
medida de seu lado tem de ser v/20=4,47213595...cm. As casas decimais desse niimero continuam
“infinitamente”, porém, se quisermos desenhar o quadrado de drea 20 cm, devemos desenhar
o lado do quadrado, que vale v/20. Assim, estamos colocando algo “infinito” dentro de um

conjunto limitado, no caso, estamos colocando uma medida infinita, nesse caso, incomensuravel,
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dentro de um segmento de reta — o lado do quadrado —, que tem comeco e fim.

Para ficar mais claro a diferenca entre os infinitos, vamos analisar a adicao de % com %,
pois sabemos que essa soma é 1. Se fizermos % =0,333... e % = 0,666..., temos 0,999... = 1. Tal
demonstragao sé é possivel com a ideia de infinito atual (realizado), pois com o infinito potencial
(processo), é é diferente de 0,333..., ele é apenas uma aproximacao que vai se tornando mais
precisa conforme aumentamos o nimero de casas decimais; da mesma forma, % é diferente de

0,666... e, assim, 0,999... é diferente de 1, sendo apenas uma aproximagcao.

Entao, existem outros métodos para nos convencermos do fato de que “0,999... seja
igual a 1”7. Por exemplo, o método das séries geométricas, onde podemos usar a féormula de

)

convergéncia de uma série geométrica para mostrar que “0,999...” converge para 1, ou podemos

utilizar o método de equagoes, onde igualamos:

1
- =0,333...
3 )

E multiplicamos ambos os lados da igualdade por 3, obtendo:

1=0,999...

Portanto, a partir de todos os pontos que foram analisados até aqui, podemos, entao,
concluir que “0,999... é, de fato, 17. A comunidade matemdtica toma essa afirmagdo como
verdadeira, pois ainda nao foi possivel contradizé-la. Ressaltamos, ainda, que esse pensamento

s6 foi possivel gracas a ideia de infinito atual, que contradiz a teoria do infinito potencial.

3 Algumas Consideragoes

Assim sendo, ressaltamos que um processo pratico para realizar a transformacgao de
dizimas periédicas simples, ndo adotado pelo professor, consiste em partir de uma fracdo que
tem para numerador o periodo e, para denominador tantos noves quantos forem os algarismos

do periodo, conforme demonstrado na Figura 1.
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0.353535... - 7

Outros exemplos: SR
= _i = -2 ‘
0,666... = 9= 3

0,376 =

Figura 1: Exemplificagdo do processo
Fonte: DANTE, L. R. Tudo é Matemaética. 3. ed. Sao Paulo: Atica, 2009. Pagina 23.

E, em outro caso, para as dizimas periddicas compostas, o numerador serd a parte nao-
periddica seguida da parte periddica, subtraindo a parte nao-periédica, enquanto no denomina-
dor havera tantos noves quantos forem os algarismos da parte periddica e, tantos zeros quanto

forem os algarismos da parte nao periddica, conforme a Figura 2.

Figura 2: Exemplificagdo do processo
Fonte: DANTE, L. R. Tudo é Matemaética. 3. ed. Sao Paulo: Atica, 2009. Pagina 23.

Neste contexto, entendemos que a abstracao do conceito e sua aplicagao por meio de
regras além de nao ser de facil compreensao pode gerar outros conflitos. Optar pelo uso desse
processo exige que o aluno tenha que memorizar diversos casos, situacao a qual nao dara auto-
nomia. Se o aluno memoriza que a fragao geratriz é uma fragado cujo numerador é o periodo, e
o denominador possui tantos noves quantos forem os algarismos do periodo, ele pode compre-
ender que sabe e assim aplicar a mesma regra para uma dizima do tipo “0,25444...” que, neste
caso, estard equivocada mesmo que o estudante siga a regra corretamente, pois ird se deparar
com uma rede conceitual que o impede de aplicar a regra em seus diferentes moldes. A regra
talvez poderd ter sentido quando o estudante tiver a intuicao direcionada a compreensao da
regra, sendo que, para isso, seja necessaria a mediagdo do professor, de forma que se consiga
entrelacar as regras com os conceitos envolvidos e, dessa forma, a regra nao seja aplicada apenas
de maneira mecanica e os estudantes consigam atribuir sentido aos procedimentos com o quais

se depara. Levando em consideracao que esse método trabalha somente a memorizagao, e nao
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provoca no educando a compreensao e a reflexao acerca do contetido estudado, dificultando assim
a resolucao de casos particulares. Por isso, entendemos que o professor optou por um processo
que possibilitou a maior compreensao e a ressignificacao dessas situagoes na vivéncia de seus
estudantes. Nossas reflexoes prosseguiram a respeito de como participar do Pibid oportuniza
vivenciar a realidade da escola, relacionando-a com nossas aulas da graduacao resultando numa
formacao docente mais aprofundada. Ainda, consideramos que outra alternativa para provar
esse questionamento seria o método das séries (ou progressoes geométricas), no qual se tem um
limite cujo resultado também é 1. E, ainda, entendemos que a reflexao sobre a acao pedagogica
pode promover mudancas e, é isso que buscamos. Salientamos, também, a importancia da
compreensao dos conteudos para o prosseguimento dos estudos dos alunos. Sentimos, inclusive
em nossa histdria, agora no ensino superior o quanto discussoes e argumentagoes dessa espécie

poderiam ter enriquecido nossa vida escolar e nos embasado para os estudos posteriores.
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Resumo: O propésito deste trabalho é apresentar o problema do empacota-
mento esférico, pois, além de ter importante aplicacao em sistemas de teleco-
municagao, possui grandes questoes em aberto. Dentro deste problema, nos
restringimos ao estudo dos empacotamentos cujo conjunto dos centros, das
esferas, seja um subgrupo discreto de R, o qual denominamos reticulados.

Palavras-chave: Empacotamento esférico; reticulados; homomorfismo de
Minkowski.

1 Introducao

O problema classico do empacotamento esférico, se resume em dispor esferas idénticas,
n-dimensionais em R", nao sobrepostas, de maneira que, o maior volume possivel seja ocupado.
Este problema, além de possuir grandes questoes em aberto, tem aplicagdo em sistemas de
telecomunicagao pois é equivalente, no espaco, ao problema de determinar o melhor codigo

corretor de erros.

Neste trabalho, nos restringiremos ao estudo dos empacotamentos esféricos cujo conjunto

dos centros é um subconjunto discreto de R"™, o qual denominamos reticulados.

Inicialmente, abordaremos os reticulados no R™, posteriormente, abordaremos os re-
ticulados algébricos, que sao reticulados em R™ obtidos como imagem de um homomorfismo
aplicado & um Z-moédulo de um corpo de nuimeros de grau n. Posteriormente, faremos uma

breve aplicagdo, com o intuito de exemplificar os conceitos aqui abordados.

2 Reticulados no R"
Nesta se¢ao, iremos matematizar o problema do empacotamento esférico. Iniciaremos
entao, com as seguintes definicoes:

Definicao 1. Sejam r > 0 e 9 € R™. A esfera n-dimensional de raio r e centro em zqy é

denotada por S(zg,r) e definida por:
S(zo,r) ={z e R"; |z — z,| < r}.

Definicao 2. Um empacotamento esférico em R™ é uma disposigdo de esferas n-dimensionais
de mesmo raio em R"™, de modo que a intersecao de duas esferas quaisquer tenha no maximo

um ponto.
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O interesse deste trabalho sao os casos em que os centro, de tais esferas, constituem um

subconjunto discreto de R".

Definicao 3. Sejam n um inteiro positivo e {v1, -+ ,v,} um conjunto de vetores de R”,
com m < n, linearmente independentes sobre R. Definimos o reticulado A de posto m e base

{v1,-+ ,vm} como sendo o conjunto
m
A= {Zaivi; a; € Z} .
i=1

O proximo resultado, é a equivaléncia de que todo subgrupo discreto de R™ é um reticu-

lado, sua demonstracao serd omitida mas, pode ser encontrada na referéncia citada:

Teorema 4. ([PIERRE], pag: 53) Seja H um subgrupo discreto de R™. Entao, H é gerado

como um Z-maodulo por r vetores linearmente independentes sobre R com r < n.

Definigao 5. Um empacotamento reticulado é aquele cujo conjunto dos centros é um reticulado.

Vale ressaltar que, no problema do empacotamento esférico, estamos buscando preencher
a maior area do R™. Obter a férmula que calcula esta proporcao serd nosso proximo objetivo.
Calcular a proporcao que as esferas ocupam em R é equivalente a calcular a proporgao que elas

ocupam em uma regiao fundamental, que é definida por:

Defini¢ao 6. Dado A um reticulado, de R™, e B = {v1, -+ ,v,} uma base de A, o conjunto

R(B)_{l'GRn; w:Z)\iUi; OS/\i<1}7

i=1

é chamado de regiao fundamental de A com relagao a base B.

Logo, para um mesmo reticulado A de R™, existem intimeras maneiras de se escolher
uma base e uma regiao fundamental. No entanto, isto nao é um problema, pois independente

da escolha, o volume serd sempre o mesmo.

Lema 7. (/PIERRE], pdg: 55) O volume da regiago fundamental v(R) independe da base esco-
lhida.

Isto posto, de agora em diante, denotaremos v(R) por v(A).

Para calcular a proporcao que as esferas ocupam na regiao fundamental, precisamos
do volume de cada esfera, além disso, como nosso objetivo é ocupar o maior espago possivel,
precisamos do maior raio admissivel. Dado um reticulado em R, a este maior raio, para o qual
seja possivel definir um empacotamento de A, denominamos raio de empacotamento de A e é

dado por:

~ min{|A; A€ A, X #0}
= 5 .
Sendo assim, definimos a densidade de empacotamento de A, que calcula a proporcao que a

esfera ocupa na regiao fundamental, como sendo

volume de uma esfera de raio p

A(A) =

volume da regidao fundamental
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Além disso, a densidade de empacotamento pode ser reescrita da seguinte maneira:

onde S(p) ¢ a esfera de centro na origem e raio p.

Definigao 8. Definimos a densidade de centro §(A) do reticulado A como sendo

Donde, o problema do empacotamento esférico, pode ser simplificado ao estudo da den-

sidade de centro, isto é, nosso objetivo passa a obter a maior a densidade de centro.

Exemplo 9. Seja A o reticulado em R gerado por 1, isto é, A = Z. Temos que,
min{|A[; A€ A, A#0} =1. Assim, p = 1/2 é o raio de empacotamento de A. Além disso,
v(A) =1ev(S(1)) = 2, portanto

A(A) =1 e I(A) ==
Este reticulado tem a maior densidade de empacotamento em R.

Exemplo 10. Seja A o reticulado de R? gerado pela base {(1,0),(1/2,v/3/2)}, ou seja,
A =7(1,0) + Z(1/2,v/3/2). Assim sendo, min{|A\|; A € A, X # 0} = 1, logo p = 1/2 é o

raio de empacotamento de A. Além disso,

0

1
v(A) = |det ( 12 V32

)‘:ﬂ/z

Além do mais, v(S(1)) = 7, e p* = 1/4, donde

T 1
= —— ~0,9069 e O(A) = —= ~ 0,2886751.
V12 ) V12

Este reticulado tem a maior densidade de empacotamento em R2.

A(A)

Logo, para as dimensdes 1 e 2, o problema estéd solucionado, conforme [SLOANE].

3 Reticulados Algébricos

Agora, queremos identificar um Z-médulo livre de posto n, contido num corpo de nimeros
K de grau n, com um reticulado de R™ pois, como j4 foi dito, os reticulados algébricos sao obtidos

através da imagem de um homomorfismo aplicado a um Z-moédulo. Lembremos que:

Definigao 11. Definimos um corpo de nimeros como sendo uma extensao finita de Q, isto é,

K é um corpo de nimeros se [K : Q] é finito.
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Seja K um corpo de nimeros de grau n. Lembremos que o polindmio minimal de um
elemento primitivo de K sobre Q tem exatamente n raizes em C, pois C é algebricamente fechado,

portanto, existem n distintos monomorfismos o; : K — C.

Sempre que 0;(K) C R, dizemos que o é um monomorfismo real , caso contrario, dizemos
que o; ¢ um monomorfismo imagindrio. Além disso, se o; ¢ um monomorfismo imaginario, seu
conjugado complexo difere dele e é também um monomorfismo imaginario, consequentemente,
sempre temos um numero par de monomorfismos imaginarios. Assim, denotando o nimero de
monomorfismos reais por por r; e o nimero de monomorfismos imaginarios por por 29, teremos
que n = r1 + 2rs. Quando K possuir apenas monomorfismos reais, dizemos que K é um corpo
totalmente real, da mesma forma que, se ele possuir apenas monomorfismos imaginarios, dizemos

que K é um corpo totalmente imagindrio.

Podemos, sempre, ordenar os monomorfismos, a fim de que oy,---,0,, sejam os mo-
nomorfismos reais e oy, 41, - ,0p,42r, correspondam aos monomorfismos imaginarios, onde
Ori4ro+j S€ja o conjugado de 0,4, para j =1,--- ,ry. Assim, temos a seguinte:

Definicao 12. O homomorfismo injetivo de anéis ok : K — R", definido por:

UK(x) = (0‘1(1’), 0 ($)> R6(0T1+1(x))3 Im(o-ﬁJrl(:E))’ T 3R6(0T1+2T2 ($))7 Im(UT1+2T2 ($))),

é chamado de homomorfismo de Minkowski, ou homomorfismo canénico, onde Re(z) e I'm(z)

representam, respectivamente, a parte real e imagindria de um ntmero complexo z.

Proposicao 13. ([PIERRE], pdg: 56) Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se M C K
é um Z-mddulo livre de posto n e se {x1,--- ,xn} € uma Z-base de M, entio ox(M) € um

reticulado em R™, cujo volume é:

v(og(M)) = 27

der_ ((27)

1<i, j<n

Portanto, o homomorfismo de Minkowski é a identificacao que estavamos interessados.

4 Aplicacao

O objetivo desta secao é exemplificar os conceitos abordados, e nao solucionar o problema

do empacotamento esférico.

Sendo assim, obteremos um reticulado, via homomorfismo de Minkowski, para o corpo
K = Q(¢i5)" = Q(¢i5 + (151, onde (15 = e%, a raiz 15-ésima primitiva da unidade, e Q((y5)™"
denota o subcorpo real maximal de Q((35), ou seja, todo os subcorpo de Q((315) totalmente real
estd contido em Q((y5)".

Uma vez que o conjunto {1,(15 + (5'y (s + (2, (s + (5°} é uma base de K e, além
disso, Gal(K|Q) =< 02 >, onde ga(1) = 1, 02((15 + (15') = (5 + (s 02(Ch + () = (s + ¢
o9 (Cs+C2) = B+ (0, escolhemos o Z-médulo M de K, cuja base é formada por 3((i5+ (15 ),



Anais da XXXI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemdtica - UNIOESTE Campus de Cascavel 287

(s + Cias 02(3(Cs + (i5)) e 02(CFs + (i), isto & B = {3(C1s + (15'): 302(Cis + (15, G5 +
Cis» 02(Cs + 3) Y = {8(Cis + G5, 3(CHs + Gi5°), s + (i’ =1 = (¢F5 + (5°)} forma uma Z-base
para M. Além disso, pela Proposi¢ao 13, a imagem de um Z-mdédulo pelo homomorfismo de
Minkowski é um reticulado, cujo volume é o determinante da matriz M dada por: a primeira
coluna sao os elementos da base, a segunda é a imagem de o2 da primeira, a terceira coluna é
a imagem de 07 da primeira, ou equivalentemente, a imagem de o2 da segunda, e por fim, a

quarta é a imagem de 0’% da primeira, ou a imagem de o9 da terceira. Isto é:

3a1 3am 3—3a1+3a3 —3as —3as
M- 3an 3—3a1+3a3 —3as —3as 3aq
a3 —1—a3 a3 —1—aj3
—1— a3 as -1 — a3 as

onde,q; = C{g + Cl_;, 1=1,2,3.

Donde, det M = 135(2 ++/5). Além disso, pode-se provar, consultar [GARCIA TOSTI],

que neste caso o raio de empacotamento é obtido minimizando a seguinte expressao:

lox(v)]? = 81X? +81X2+6X5+6X7 — 18X Xs + 12X X3 — 18X Xy — 18X5 X3 + 12X2 Xy — 8X3X,
= (3X1 —3X2)2 + (6X] + X3)2 + (6X1 — X4)? + (6X2 4+ X4)? + (6Xo — X3)2 + (2X3 — 2X4)?
—6(X1 X4 + X2 X3)

onde v € M.

Temos que, |ok(v)|? assume valor minimo quando X1 = 0, Xo = 0, X3 =1 e Xy = 1.

Neste caso, |ox(v)|? = 4 consequentemente, |ox(v)| = 2 e portanto, p = 1. Logo,

1

§=—— ~0,001
135(2 + v/5)

Esta e outras aplicagoes similares podem ser consultadas em [GARCIA TOSTI].
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Resumo: Este artigo traz um relato de experiéncia sobre a aplicagao de um
Projeto do dia da Matemadtica, atividade obrigatéria da disciplina de Estagio
Supervisionado II, onde apresentaremos um pouco sobre o surgimento do dia
seis de maio como dia da matemaética, o porqué desta data, um pouco sobre o
conteido dos fractais e também todas as atividades propostas aos alunos. O
projeto foi executado com quatro turmas do Colégio Estadual Olinda Truffa
de Carvalho. Ao final das aplicacGes conseguimos perceber que obtivemos
sucessos quanto a participagao dos alunos nas tarefas dadas e que trabalhar
a matemadtica com atividades diferenciadas pode ser muito gratificante, tanto
para os alunos como para nds estagidrios.

Palavras-chave: Malba Tahan; Fractais; Estagio Supervisionado.

1 Introducao

No dia 26 de junho de 2013 a presidente da Reptblica, Dilma Rousseff, sancionou a Lei
n® 12.835, apos a entao deputada Raquel Teixeira apresentar um projeto de lei em cinco de maio

de 2004 para a instituigao do dia seis de maio no Brasil oficialmente como o Dia da Matematica.

O objetivo deste dia é que o Ministério da Educacao e da Cultura incentive ativida-
des culturais, educativas e que ocorra um momento de reflexdo sobre a educagdo matematica,

promovendo a valorizacao da cultura e do saber por parte de professores e alunos.

Tal data comemorativa surge como uma homenagem a Julio César de Mello e Souza,
nascido neste mesmo dia no ano de 1895, na cidade do Rio de Janeiro. Ele se tornou, mais
tarde, um dos maiores pensadores da Educacao Matematica brasileira usando o pseudénimo de
Malba Tahan.

Malba Tahan publicou a maior parte da sua producao intelectual, basicamente em um
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periodo em que a matemadtica estava baseada na estruturacao loégica, sendo dessa maneira,

carregada excessivamente de simbolos.

Seguindo esse viés, em conjuntura a essa data, desenvolvemos no Colégio Estadual Olinda
Truffa de Carvalho um Projeto, no qual procuramos induzir nosso ptiblico alvo a pensar de modo
diferenciado. Para isso fizemos uso da Geometria Fractal, uma vez que geralmente na escola é
ensinada a Geometria Euclidiana para ajudar a entender o universo em que vivemos, porém,

nem sempre é suficiente.

Este projeto foi aplicado com alunos do Ensino Médio da rede estadual de ensino da
cidade de Cascavel, como parte da disciplina de Metodologia e Estagio Supervisionado II do

curso de Licenciatura em Matemética na Universidade Estadual do Oeste do Paran4.

2 Fundamentacao Teédrica

Segundo Souza e Yamamoto (2011), o ensino da matemadtica é abordado, muitas vezes,
como algo distante e sem aplicacao, tendo pouco sentido para os alunos. Isso gera o desconten-
tamento de muitos deles que permanecem desinteressados e nao valorizam a disciplina como um
todo. Esse descontentamento é ainda mais visivel no Ensino Médio, decorrente da forma como

os conteudos sao abordados dentro de sala de aula.

A maioria dos alunos do Ensino Médio apresenta-se na faixa etdria entre 15 e
18 anos, fase caracterizada pela adolescéncia, na qual os mesmos passam por
diversas mudancas fisicas e psicolégicas. Formadores de opiniao e consciéncia,
estes se deparam com diversas dificuldades e possuem necessidade constante
de buscar grupos e interesses individuais para se caracterizarem de alguma
forma perante a sociedade; a escola significa para estes alunos um local para
conhecer pessoas, para definir gostos e consequentemente seu cardter. (SOUZA,
YAMAMOTO, 2011, p. 7)

Dessa forma, decidimos trabalhar com fractais, tentando aborda-los de uma maneira
que mostre a sua relagao com o cotidiano e suas utilidades, esperando despertar o interesse dos

alunos para essa ciéncia.

Segundo Niedermeyer, Koefender e Roos (2009), alguns motivos para trabalhar fractais

na escola sao:

e Trabalhar contetidos a partir de exemplos encontrados na natureza esti-
mula a criatividade, o raciocinio 1égico, motiva o educando e o auxilia
na compreensao de conteidos e conceitos matemaéticos;

e A Geometria Fractal pode ser trabalhada em qualquer nivel de ensino,
pois ela vai de uma simples dobradura de papel até os entes matematicos

modernos que envolvem numeros complexos, modelagem, etc. (NIE-
DERMEYER, KOEFENDER, ROOS, 2009, p.8)

No Parand, as Diretrizes Curriculares Estaduais de Matemética (DCE, 2008) incluem

sua abordagem para o Ensino Médio como:
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Na Geometria dos fractais, pode-se explorar: o floco de neve e a curva de
Koch; triangulo e tapete de Sierpinski, conduzindo o aluno a refletir e observar
0 senso estético presente nessas entidades geométricas, estendendo para as suas
propriedades [...]. (PARANA, 2008, p. 57).

Além disso, Souza e Yamamoto (2001) afirmam que através da Geometria Fractal é
possivel integrar as ferramentas matematicas essenciais a formagao dos alunos, além de mos-
trar que a matemdtica possui amplas e diversas aplicagdes no cotidiano. Gouvea (2005, p.6)
também diz que o estudo da Geometria Fractal propicia o desenvolvimento do raciocinio légico-
matematico, a integragao entre conceitos matematicos e elementos do cotidiano, o desenvolvi-

mento do senso estético e a criatividade.

O estudo dos fractais, por exemplo, pode despertar um fascinio nos estudantes
pelas figuras e construcgoes particulares, pode fazé-los acreditar na facilidade
em perceber padroes e regularidades e ao mesmo tempo a complexidade, e ira
estimuléd-los no momento em que eles encontrarem muitas destas formas no seu
dia-a-dia. (SOUZA, YAMAMOTO, 2011, p. 17)

Assim, a utilizacdo do conceito de fractais pode ocorrer em diversos momentos na
educacao bésica, ressaltando as especificidades da faixa etédria, ou seja, o conteido condizente
com o ano. Além disso, deve haver conexao entre os conceitos matemaéticos, principalmente, os
ligados a geometria, como medidas de angulos e areas, conceitos como ponto médio, progressao
geométrica e aritmética, entre outros; além de poder ressaltar a interdisciplinaridade da ma-
tematica com outras areas do conhecimento como, por exemplo, biologia, economia, artes, entre

outras.

3 Metodologia

Iniciamos o projeto contando a histéria do Dia da Matematica para os alunos e explicando
como funcionaria a proposta de trabalho. O projeto teve duracao de duas horas aulas em cada
turma, totalizando oito horas-aula, aplicado em algumas turmas do ensino médio, sendo elas o
1° A, 1°C, 2° Ae3°B.

Assim que encerramos as falas sobre o Dia da Matematica, utilizamos o projetor mul-
timidia para fazer uma apresentacao sobre fractais: o que sao, qual a matematica envolvida,
quais os primeiros a serem estudados e alguns exemplos na natureza. Assim que encerramos
iniciamos a primeira atividade, a construcao do fractal Degraus Centrais a partir de dobraduras

e recortes.

Para a construcao, inicialmente, entregamos uma folha sulfite para cada um e passamos

0 passo a passo de como realizar a atividade oralmente.

Dobradura passo a passo:

1) Dobre a folha ao meio, ao longo de seu maior lado;

2) Dobre ao meio até que a folha fique dividida em 16 partes iguais;

3) Deixe a folha dobrada de forma que aparega apenas oito partes, deixando a parte

aberta para frente;
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4) Recorte até a metade os dois vincos paralelos ao vinco central da parte inferior (fe-
chada);

5) Dobre a parte central recortada para cima;

6) Divida esta nova parte em 8 partes iguais e repita o passo 4;

7) Repita o passo 6;

8) Desdobre toda a folha de maneira que fique toda aberta.

Construgao do Fractal:

1) Pegue a parte interna do vinco central, puxe para cima e dobre;

2) Repita o procedimento com os vincos internos que estao na metade da distancia entre
o meio da folha e a borda;

3) Repita o passo 1 com os vinco internos centrais entre os vincos dobrados.

Ao concluirmos, falamos sobre a matematica envolvida nesse fractal e entdo novamente
utilizamos o projetor multimidia para mostrar aos alunos o préximo fractal: o floco de neve
de Koch, através de animacao no software Geogebra. Levamos a construcao ja feita e apenas

mostramos o resultado comentando sobre a matematica envolvida.

AV

Figura 1
Fonte: http://matematicaparatodos-fernanda.blogspot.com.br/2011/11/construcao-da-curva-e-do-floco-

de-neve.html

Quando encerramos a visualizacao pedimos para que se reunissem em grupos de quatro
integrantes para realizarmos a préxima atividade que foi a construcio da pipa de Graham Bell!

utilizando canudos, linha e papel seda.

Inicialmente entregamos aos alunos os materiais necessarios: 24 canudos de mesmo ta-
manho; 4 pedagos de linha com tamanho igual a 16 L, onde L. é o comprimento do canudo; 4

folhas de papel de seda; 1 molde de cartolina; pedagos de fita dupla-face e 4 tesouras.

Assim que todos obtinham os materiais passamos o passo a passo para a atividade no
projetor para que os alunos acompanhassem a construgao. Enquanto isso ficamos & disposicao

para auxilid-los no que fosse necessario.

PASSO 1: Passe um dos segmentos de linha por dentro de seis canudos seguindo a
ordem indicada na figura entregue. Feito isto, puxe ao maximo as pontas para formar a estrutura

tetraédrica. Dé um né e corte os excessos.

PASSO 2: Pegue uma das folhas de papel de seda e dobre-a em quatro. Encaixe o
vértice do molde, no canto em que se encontram as dobras (centro da folha). Recorte o papel

de seda em torno do molde.

'Disponivel passo a passo em: http://www.uff.br/cdme/pgb/pgb-html/pgb-br.html
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Figura 2
Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/atividade-pipa-uma-brincadeira-seria-sala-2-3 /atividade-pipa-

uma-brincadeira-seria-construcao-da-pipa-tetraedrica/

PASSO 3: Coloque a aresta de uma das estruturas tetraédricas em cima da fita do
meio, deite-a sobre uma das metades da folha e envolva, com as abas, as arestas que tocam o

papel. Repita na outra parte da folha. O objeto construido é semelhante a uma asa-delta.

PASSO 4: Agora amarre as estruturas que o grupo construiu. Elas serdo unidas pelos

vértices, de modo que cada uma das estruturas tem que estar ligada as outras trés.

Assim que concluiram comentamos sobre qual fractal estd presente na pipa, ou seja, ela
pode ser considerada como a representagao tridimensional do triangulo de Sierpinsky. Por esta-
rem em grupos alguns alunos encerraram as atividades em sala, porém outros nao conseguiram
concluir toda a construgao da pipa, entao falamos para encerrarem em casa e tentarem empinar

para nos contar as experiéncias depois.

4 Conclusoes e Resultados

Com a aplicagao destas atividades, foi possivel perceber que poucos alunos conheciam o
motivo do dia seis de maio ser o dia da matemaética, tampouco sabiam quem era Malba Tahan,
porém, apods algumas explicagoes de nossa parte conseguiam compreender melhor o significado.
Durante as aplicacoes das atividades obtivemos muita participagao e colaboracao dos alunos, o

que nos surpreendeu e nos animou muito.

Na execucao da segunda atividade percebemos que a divisao da turma em grupos foi de
grande valia, pois os alunos se motivavam e constantemente auxiliavam seus colegas que nao
estavam conseguindo completar, cabendo assim aos estagiarios apenas a supervisao e auxilio

pontual na atividade.

Para nés, autores do mesmo, essa proposta foi muito motivadora, pois o trabalho com
um conteiido nao comum na grade curricular possibilitou-nos uma bagagem maior e entusiasmo
para sair do curriculo e trabalhar com atividades que nao necessariamente estejam presentes na

grade curricular.

Além disso percebemos que trabalhar a matematica de uma forma diferenciada da que
os alunos estao acostumados em sala pode ser muito gratificante tanto para os alunos quanto

para nés estagidrios.
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